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Capitulo 1

Introduccion

La ecuacién de Klein-Gordon fue propuesta originalmente por Erwin
Schrodinger en 1925 para la funcion de onda de una particula cuantica.
Sin embargo, puesto que la ecuacién de Klein-Gordon no admitia una in-
terpretacién probabilistica adecuada, Schrodinger considerd una versiéon no
relativista la cual es comin encontrar en la literatura de la fisica y se le
conoce como ecuacién de Schrodinger [1].

A continuacién presentamos la ecuacién de Klein-Gordon [2], [3]:

(i% - bo) Uz, t) = [Z(Dj =)+ m +qs(2) | (1), (L1)

J=1

0
dondez € R",t € Ry D; = —ia—, 7 =1,2,...,n. Dicha ecuacion describe
Ly

una particula relativista con espin cero y masa m bajo la influencia de un
potencial eléctrico by, potenciales magnéticos b; y potencial escalar ¢s(z).

En el capitulo tres del presente trabajo se hace una exposicién de (1.1)
para n > 3. Respetando el andlisis de cada una de las respectivas referencias
citadas.

La ecuacién (1.1) ha sido ampliamente estudiada en sus diferentes varian-
tes durante los ultimos 20 anos. Entre los principales trabajos mas recientes
asociados a (1.1) podemos citar [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13],
[14], [15], [16] y [17].

Los antecedentes sobre el estudio de (1.1) los encontramos en[18], [19],
20], [21] ¥ [22]-[24] en la década de los setentas. Los trabajos del Dr. Weder
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23] han servido de motivacién para el desarrollo de la presente tesis debido
a la relevancia que tienen dentro del campo de la fisica matematica.

Nuestro analisis tiene como objetivo caracterizar el comportamiento asinto-
tico a una variante de la particula descrita por (1.1).

Nosotros estudiaremos el caso en que los potenciales eléctrico y magnético
son cero, para ello tomamos una variante de (1.1) como:

2

—gpt(.t) = [—A+m? — a1+ q(x)] ¢(x, 1), (1.2)

donde —z; + ¢(z) es un potencial escalar no decreciente en el infinito [41],
[42]. ¢(.) es una funcién escalar satisfaciendo algunas condiciones que se es-
pecificaran mas adelante. Es la primera vez que se realiza un andlisis de (1.2)
en la literatura bajo las hipdtesis que nosotros requerimos. El objetivo prin-
cipal al estudiar (1.2) es usar la teoria asociada a ésta a futuros trabajos
al considerar cada uno de los términos que aparecen en (1.1). Pues en la
teoria de perturbarciéon se resuelven primero los problemas no perturbados y
posteriormente los perturbados.

El procedimiento en el andlisis de (1.2) se obtiene a partir de los siguientes
pasos:

a) Transformar (1.2) en una ecuacién diferencial parcial equivalente de
primer orden.

b) Utilizar la equivalencia unitaria entre operadores.

c) Separar el respectivo espacio de Hilbert en dos subespacios ortogonales,
en cada uno de estos se lleva a cabo el andlisis espectral para la energia
negativa y la energia positiva.

En el capitulo dos se presentan los elementos béasicos sobre teoria de
operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert. La teoria de operadores
autoadjuntos en la literatura matematica es demasiada extensa para abordar-
la completamente en este trabajo, para una referencia mas amplia se sugiere
al lector alguno de estos dos textos cldsicos [27], [31].

En el capitulo tres se hace una resena de resultados previos relaciona-
dos a la ecuacién (1.1). Las demostraciones pueden ser consultadas en las
referencias respectivas citadas.

El capitulo cuatro estd dedicado a establecer el procedimiento arriba men-
cionado para la ecuacién (1.2). Cabe destacar que los resultados expuestos
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en este capitulo han sido publicados en [30]. En esta tesis se ha logrado un
analisis de los operadores de Méller asociados a la ecuacion (1.2).
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos aspectos basicos sobre teoria de
operadores que mas adelante son necesarios para comprender el presente
trabajo.

Consideremos un espacio vectorial H sobre C, donde C es el campo de
los nimeros complejos.

Definicién 2.1 Sea 'H un espacio vectorial en C. La aplicacion S : HxH —
C es llamada una forma sesquilineal en 'H si para todo f, g, h € H ya,b e C
se tiene:

S(f,ag+bh) =aS(f,g) +bS(f,h), (2.1)
S(af +bg, h) = aS(f,h) +bS(g,h). (2.2)
La aplicacion q : H — C definida por q(f) = S(f, f) para cada f € H es

llamada la forma cuadrdtica en 'H generada o inducida por S.

Teorema 2.2 ( Identidad de polarizacién) Sea H un espacio vectorial com-
plejo, S una forma sesquilineal en 'H, y q la forma cuadrdtica generada por
S. Entonces para todo f,g € H se tiene:

S(.0)= 1 {alf +9)—alf —9) +ia(f —ig) —ia(f +ig)}.  (23)



Demostracién:

Usando (2.1) y (2.2)
q(f+9)=5(f+g,f+9g)
= S(f, f) +S(f,9) + S(g, f) + S(g,9)-

—q(f—9)=-S(f—9,f—9g)

(f, f)=S(f,—9)=S(=g, f)—S(~g,~9).
(f, f)+S(f,9) + S(g, ) S(9,9)-

iq(f —ig) =15(f —ig, f —ig)

= -3
=-5

—ig(f +ig) =iS(f +1ig, f + ig)
= —iS(f, f) + S(f.9) — S(g, [)—iS(g,9)-

Sumando cada uno de los términos arriba desarrollados y multiplicando por
1 se obtiene S(f, g). O

Teorema 2.3 (Ley del paralelogramo) Sea S una forma sesquilineal sobre
el espacio vectorial complejo H y q la forma cuadrdtica generada por S.
Entonces para todo f,g € H se tiene:

q(f +9) +a(f —9) = 2[a(f) + a(9)]- (2.4)

Demostracién:

Sean f, g € H
q(f +9)+aq(f —g)=S(f, f)+5(f,9) +S(g, f) +5(g,9)

= 2q(f) +24(9). O

Una forma sesquilineal S en ‘H se dice que es hermitiana si para cada f,g € H
se tiene:

S(f,9) = S(g, f)- (2.5)



Teorema 2.4 [29] Sea H un espacio vectorial en C, S una forma sesquilineal
en H, y q la forma cuadrdtica generada por S.

a) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S es hermitiana,

(ii) q es real,

(iii) para todo f,g € H

ReS(f,9) = Ha(f +9) —alf — 9},
(iv) para todo f,g € H
Im S(f, 9) = {{a(f —ig) —a(f +ig)}-

b) En el caso real, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) S es hermitiana,
(i) para todo f,g € H

S(f,9)=Ha(f+9) —a(f —9)}-

Demostracion:
a) Probaremos que (i)= (ii)= (iii)= (iv)= (i).

)
(ii) Se sigue de (i):q(f) = S(f, f) = S(f, ) = q([), es decir, q([) es real.
(iii) Se sigue de (ii): del hecho de que q(f) € R para todo f € H y de la

identidad de polarizacion

ReS(f,9) = iRefq(f +9) —a(f —9) +iq(f —ig) —iq(f +1ig)}
= Ha(f +9) —alf —9)}-
(iv) Se sigue de (iii): De (iii) se tiene
ImS(f,g) = —Re{iS(f,9)}
= ReS(f, —ig) = H{a(f —ig) —a(f +ig)}.

(i) Se sigue de (iv):
S(g,f) = Re S(g, f) —ilmS(g, f)

= i{alg+ ) —alg - f) —ialg —if) +ialg +if)}
= t{alg+ f) —alg — f) +iq(f —ig) —iq(f +i9)}
=S5(f,9),

se ha usado la propledad q(af) = |a|?q(f) para todo f €,’H, a € C con

a=1 a=1,ya=—



b) Probaremos que (i)= (ii)= (i).

(ii) Se sigue de (i): desarrollando la parte derecha de (ii) y usando (2.5).
(i) Se sigue de (ii):

S(g. /) =1lalg+ ) —alg — )}

=1{a(f+9) —alf —9)} =5 9) O

Una forma sesquilineal hermitiana S es no negativa cuando S(f, f) > 0, y es
positiva si

S(f.f)>0, 04 f M.

Teorema 2.5 [29] Si S es una forma sesquilineal no negativa en H y q la

forma cuadrdtica generada por S, entonces para f, g € 'H se tiene la desigual-
dad de Schwarz

NI

1S(f,9)] < la(f) a(g)]

S1.S es positiva, entonces la igualdad se tiene si y solo si f y g son linealmente
dependientes, es decir, existe ¢ > 0 tal que f =cqg o g = cf.

Una forma sesquilineal S es un producto escalar si y sélo si satisface:

S, 1) =0y S(f,f)>0si f#0.

En todo espacio vectorial H con producto escalar S, la funcién P(f) :=
/S(f, f) se llama la norma inducida por S. P satisface las siguientes propieda-



Es comin denotar en matematicas el producto escalar S por (.,.) y a P por
11

En general, un espacio vectorial complejo X es llamado normado si y sélo si
existe una aplicacion P : X — [0,00) que satisface las condiciones (i)-(iv)
previas

Ejemplo 1: [29]

En C? se definen las normas [29]:
3

IFlh =D 150y lfllee = max{|fil i =1,2,3}.

i=1

Si ‘H es un espacio vectorial (real o complejo) y (.,.) un producto escalar
en H, el par (H, (.,.)) es llamado espacio pre-Hilbert.

Una sucesion { f, }, en H es convergente si existe f € H tal que || f, — f]| —
0, n — oo.

Una sucesion { f,, }» en H es llamada sucesién de Cauchy si dado € > 0 existe
no € N tal que para n, m > ng se tiene ||f,, — fnll < e.

El espacio normado (X, P), con P una norma, es llamado completo si cada
sucesion de Cauchy es convergente. Un espacio normado completo es llamado

espacio de Banach. Un espacio pre-Hilbert completo es llamado espacio de
Hilbert.

Ejemplo 2:
a) El espacio de las funciones continuas en [0,1] con la norma || f|l. =

max{|f(z)] : 0 < 2 < 1} es un espacio de Banach, el cual es denotado
por (C[0, 1], [|-fl) [29].

b) C3 es espacio de Banach bajo las normas [|.||1, [|./|cc-

Sea (H, (.,.)) un espacio pre-Hilbert. f, g € H se dice que son ortogonales si
(f,g9) =0, lo cual es denotado por f L g. Un elemento f € H se dice que es
ortogonal a un subconjunto A si f 1 ¢ para todo g € A. Dos subconjuntos
Ay B de H se dice que son ortogonales si (f,g) =0V fe AyVge B.Si
A es un subconjunto de H, entonces el conjunto A+ = {f € H: f L A} es
llamado el complemento ortogonal de A.



Definicién 2.6 Un subconjunto A de un espacio normado X es un conjunto
abierto si para cada x € A existe € > 0 tal que

B(z,e) ={ye X : |z —y|| <e} C A

B(x,e) es llamada vecindad abierta de centro x y radio €. A es cerrado si su
complemento A€ es abierto. Donde

A={reX|zdA.

Definicién 2.7 Un elemento x € X es llamado un punto de contacto del
subconjunto A si para cada € > 0 existe un y € A tal que ||z — y|| < e.
El conjunto de todos los puntos de contacto es denotado por A, llamada la
clausura de A. Se dice que A es un subconjunto denso en X si A= X.

Proposicién 2.8 [29] Sea X un espacio normado. Entonces,
1) A C B implica A C B.
2) z € A siy sdlo si existe una sucesion {x,}, en A convergente a x.

3) A=A

Teorema 2.9 [29] Sea X un espacio normado. Entonces,

1) A es cerrado.

2) A es cerrado si y sélo si A = A.

El conjunto A es el conjunto cerrado mds pequeno que contiene a A.

Teorema 2.10 [29] Sea X un espacio normado. Entonces, la clausura de un
subespacio vectorial de X es un subespacio vectorial.

Demostracién:

Sea X; un subespacio vectorial de X. Tomemos f,g € X1 v a,b € C entonces
existen sucesiones { f,}n v {gn}n en X; tales que f,, — fy g, — g, n — oc.
Se sigue que

af +bg=a lim f,+0b lim g, = lim (af, + bg,),

como af,+bg, € X1, se tiene que af+bg € X;. O



Definicién 2.11 Un subconjunto A de un espacio de Hilbert H es convexo
si para todo v,z € Ay 0<a <1 setiene ar + (1 —a)z € A.

Teorema 2.12 [29] Sea H un espacio de Hilbert y A un subconjunto no vacio
convezo y cerrado. Entonces para cada f € 'H existe un unico g € A tal que

If = gll = d(f, A) == inf{|[f = hll : h € A}.

Demostracién:

Sea {gn}n alguna sucesion en A tal que ||g, — f|| — d = d(f, A). Tomando
f por g, — f v g por g, — f en la identidad del paralelogramo, se tiene
||f — k|| > d para todo h € A, de esta manera

1
“gn - gm”2 = 2||gn - f||2 + 2||gm - f||2 - 4||f - é(gn + gm)HQ

< 2llgn = fII* + 2llgm — fI* = 4d® — 0, n, m — o0.

Se ha usado que %(Qn + gm) € A, pues éste es convexo. Por lo tanto se tiene
que {gn}n es una sucesion de Cauchy, siendo H espacio de Hilbert, existe
g € 'H tal que g, — g, n — oo. Siendo A cerrado, g € A y ademas se tiene

lg— £l = 1w flg. — f| = d

Demostracion de la unicidad de g. Sean g, h € A tal que || f—g|| = ||g—h| = d,
entonces para la sucesion {g,}n, = {9, h, g, h, g, h,...} se tiene ||g, — f|| = d,
siguiendo un proceso similar a la desigualdad de arriba se tiene que {g,}, es
una sucesion de Cauchy, lo cual implica g = h. O

Teorema 2.13 [29] (Teorema de la proyeccién) Sea ‘H espacio de Hilbert y
M un subespacio cerrado de H entonces (ML)t = M. f € H se representa
de forma tinica como f = g+h con g € M y h € M~*. El vector g es llamado
la proyeccion ortogonal de f sobre M.

Demostracién:

Como M es convexo y cerrado, por el teorema anterior existe un g € M tal



que ||f — g|l = d(f, M). Consideremos h = f — g, h € M+ : Probaremos que
para todo w € M, (w,h) = 0. Para w = 0 es claro, supongamos que w # 0.
Sea a € C entonces g + aw € M y por lo tanto
& =d(f, M)* < ||f = (g + aw)|* = [|h — aw|]®

= [|All* = 2Re(a(h, w)) + |af*||w]]*

= d? — 2Re(a(h, w)) + |a|?||w|*.
Con a = ||w]|7(w,h) se sigue que [|w|7?[{w,h)|* < 0, de esta manera
(w, h) = 0. Ahora demostramos la unicidad de la representacién de f = g+h.

Sea f=g+h=¢g +h cong,g € M,y h, h € M*. Entonces se tiene
g—g € My h —he M, porlo tanto

| 2

g—g =h —heMnM*+={0},

se tiene entonces g = ¢ y b = h.

Ahora demostramos M = M+,

M C M*+:Si f € M, entonces por definicién de M= se tiene (f, g) = 0 para
todo g € M~ | es decir, f es ortogonal a M+ | f € M*++.

M+ C M: Sea f € M*++. Con lo demostrado ya lineas arriba se tiene que el
elemento f puede ser representado en la forma f = g+h cong € M C M*+,
h € M+*. De esto se sigue que h = f —g € M+N M+, por lo tanto h = 0, es
decir, f =g € M. O

Sea M un subespacio cerrado de ‘H. La aplicacion Py, : ' H — M dada
por Py f = g es un operador lineal. Nétese que | f||> = |lgl|*> + [|h]|* v
1Pl = llgl < IFI ¥ f € H. i M = {0}, Py = 0. 8i M #£ {0} y f € M,

2.1. Teoria de operadores

Definicién 2.14 Sean (X, |.||x) y (Y, |.]ly) espacios normados.
Un mapeo T : D(T) — Y, con D(T) un subespacio vectorial denso de X, es
llamado un operador lineal de X en'Y si satisface:

1) T(xy + x2) = T(x1) + T(22).



i) T(ax) = aT(z), ¥V aeC.

Cuando X =Y, decimos simplemente que T es un operador lineal en X.

El conjunto de operadores lineales de X en Y lo denotamos por L(X,Y).
Cuando X =Y, escribimos L(X,Y) = L(X).

En la definicién anterior cuando D(T') = X, T' es suprayectivo y
1T @)y = llzllx, V2 elX,

T es una isometria. Si X y Y son espacios de Hilbert, T" es llamado unitario.

Definicién 2.15 [29] Sean X y Y espacios normados. Un operador lineal
T :D(T) — Y, con D(T) un subespacio denso en X, es llamado cerrado
si para toda sucesion {f,}, en D(T) con la propiedad f, — f yTf, — ¢
cuando n — oo, se cumple f € D(T) yTf = g.

Definicién 2.16 Sean (X, ||.|x) v (Y,|.|ly) espacios normados. Un ope-
rador lineal T : X — Y es acotado si existe C > 0 tal que |T(x)|y <

Cllz||lx, ¥ x € X. Se denota por B(X,Y) el conjunto de operadores acotados
de X enY. Dado T € B(X,Y) el numero

sup{ [T (z)[ly : z € X, [lz]x <1},

es llamada la norma del operador T y se denota por ||T||. Cuando X =Y,
simplemente escribimos B(X, X) = B(X).

Definicién 2.17 Sea T operador lineal en un espacio normado X con do-
minio D(T), la grdafica T'(T) de T es:

I(T) = {(z,T(z)) : 2 € D(T)} € X x X.



Definicién 2.18 Sean S : D(S) — Hy y T : D(T') — Hy operadores lineales
con D(S), D(T) C H;.

i) Si(T) C I'(S), S es llamado una extension de T.
FEquivalentemente, D(T') C D(S) y Sy = Ty, V¢ € D(T). En tal caso
escribimos T C S.

ii) T es cerrable si admite una extension cerrada.

iii) Se define el adjunto de T', T* : D(T™*) — Hy, como el operador lineal con
dominio D(T*) C Hy que consta de los vectores n € Hy para el cual existe
Y € Hy tal que

<Tf777>7'l2 = <f7w>7‘(17 vf GD(T)
Se define T*n = 1.

Definicién 2.19 Un operador lineal T : D(T) — H con dominio D(T)
denso en 'H es simétrico st T" C T*, es decir:

(Tf,g)=(f,Tg), V f, g€ D).

T es autoadjunto st T =T™.

Definicién 2.20 Sean V' y Hy operadores definidos en un espacio de Hilbert
H con producto escalar (.,.). Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

i) D(Hy) C D(V).
ii) Para algunos nimeros a, b >0 y ¢ € D(H,y),

IVell* < a®[ Hoell” + 6%l oI, (2.6)

se dice que V' es Hy-acotado. El infimo de todos los nimeros a > 0 que
cumplen la ecuacion (2.6) se llama cota relativa de V.

10



Teorema 2.21 [35] (Teorema de Kato-Rellich)

i) Supongamos que Hy es un operador autoadjunto y V' es simétrico en un es-
pacio de Hilbert H con producto escalar .,.). Sea V un operador Hy- acotado
con cota relativa menor que 1. Entonces Hy + V' es autoadjunto en D(Hy) y
esencialmente autoadjunto en cualquier subespacio donde Hy lo sea.

ii) Sea V' un operador simétrico Hy-acotado que cumple la ecuacion (2.6) con
a = 1. Entonces Hy+V es esencialmente autoadjunto en D(Hy).

Definicién 2.22 Sea {T,}, una sucesion de operadores acotados en B(H),
con 'H un espacio de Hilbert. El operador T en B(H) es el limite fuerte de
{T} si dado f € H la sucesion {T,, [}, converge fuertemente a T f, es decir:

T |7f = T, flln =0,

En simbolos,
T=s— limT,.

n—oo

De forma similar, escribimos T = w — lim T,,, si existe T en B(H) tal que

n—oo

T (f,Tng) = (f,Tg), V[ geH

Definicién 2.23 Sea H un espacio de Hilbert. Una funcion U : R — L(H)
se llama grupo unitario a un pardametro fuertemente continuo si satisface las
siguientes propiedades:

i) Para cada t € R, U(t) es un operador unitario y satiface la propiedad de
grupo:
Ult+s)=Ul)U(s) Vt,seR; U0 =1

ii) U(t) es fuertemente continuo: para todo ¢ € H,

[U(#) =l — 0 sit—0.

11



Definicién 2.24 El generador de un grupo unitario a un pardmetro fuerte-
mente continuo en el espacio de Hilbert H, es el operador G definido como

Ut

D(G) = {f€H|s—1ir%#f ea:iste},

Gf :zis—l%%ﬁ Y f € D(@).

Teorema 2.25 [35] (Teorema de Stone) El operador G es el generador de
un unico grupo unitario a un pardmetro fuertemente continuo en H si y solo
st G es un operador lineal autoadjunto en 'H.

Definicién 2.26 Sea T un operador lineal en el espacio de Hilbert H. \ € R
es un valor propio de T si existe v € D(T) C H, x # 0 tal que Tx = Ax.

Definicién 2.27 [29] Sea T' un operador cerrado en el espacio de Hilbert H.
i) El conjunto resolvente p(T) de T, se define como:

p(T)={Ne€ C| (M —=T): D(T) — H es operador biyectivo}.
ii) El espectro o(T') de T, es:
o(T) = C\W(T) = p(T)".
Rr(A\) = (M —T)7! se llama el operador resolvente de T en \.

El espectro esencial de un operador autoadjunto 7', denotado por o.(T), es
el conjunto de aquellos puntos de ¢(7T) que son puntos de acumulacién o
valores propios aislados de multiplicidad infinita. A € ¢(7") C C es un punto
de acumulacién si dado € > 0, B(A, &) N (a(T)\{A\}) # 0. A € o(T) es un
punto aislado si para algin € > 0, B(A,e) No(T) = {A} [29].
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Definicion 2.28 Sea T un operador lineal de Hy en Hsy. Se dice que T es
biyectivo si este es inyectivo en su dominio y ademds Im(T) = H,.

Teorema 2.29 [29] Sean S y T operadores lineales en Hy. Si D(S) C D(T),
entonces
T'—-8St=17"14S-T)S"

Si D(S) = D(T), entonces
TH—-St=17"YS-T)S"' =8!S -T)T"

Demostracién:

Es suficiente demostrar la primera parte. Se demostrard que T-! = S~! +
TS -T)S . Yaque T 'Tf=f,VfeDT)ySStg=g VgeHo,se
sigue que

ST S-S =TS+ TS -T)S™!

=T YT+S5-T)5"
=T7'8s =11 O

Teorema 2.30 [29] Sean S y T operadores cerrados en el espacio de Hilbert
H

i) Para cualesquier A\, i € p(T) se cumple la primera identidad del resolvente
Rr(X) = Ry(p) = (1 — AN Rr(X) Rr ()

= (= N Rr(p)Rr(N),
en particular, Ry(u) y Rr(X) conmutan.
ii) Si D(S) € D(T), entonces para todo X € p(S) N p(T),

Rr(A) = Rs(A) = Rr(A)(T = S)Rs(M).

ili) Si D(S) = D(T), entonces para todo X € p(S) N p(T) se tiene la sequnda
identidad del resolvente:

Rr(A) = Rs(A) = Rr(A)(T = S)Rs(M).
= Rs(M(T = S)Rr(X).

13



Demostracién:
i) Se sigue del teorema anterior si en éste usamos T por A—T y S por u—T.

iii) Se obtiene si 7'y S son sustituidos por A—7T y A — .S en la segunda parte
del teorema anterior. O

Definicién 2.31 [31] Sea H un espacio de Hilbert y P un operador lineal en
H. Se dice que P es proyeccién ortogonal si D(P) ="H y P> = P = P*.

Lema 2.32 [31] Sea P una proyeccion ortogonal en H. Entonces
DAPFI< AV fenr.

i) {f,Pg) =(Pf,Pg) V[, geH.

Demostracién:

i) Sea f € H, entonces f = Pf + (I — Pf) con Pf € Im(P)y (I — P)f €
tm(P). Se deduce asf que | = | PI? + (I - P)fI? > [ PfI

ii) (f, Pg) = (f,P?g9) = (f,P*Pg) = (Pf,Pg) ¥ f, g€ ™H. O

Definicién 2.33 Sea H un espacio de Hilbert y T, S € B(H).

i) El operador T es no negativo, es decir T > 0, si cumple:
(Tx,z) >0 VxeH.
i) Se denota S <T, cuando T — S es no negativo. Es decir:

(T'—S)x,z)y >0 Yz eH.

Definicién 2.34 [31] Una familia espectral sobre un espacio de Hilbert H es
una funcion E : R — B(H) que satisface:

i) E(t) es una proyeccion ortogonal ¥V t € R.
ii) E es no decreciente, es decir, E(s) < E(t) V s <t.
iii) F(s) =s— lim F(s+n).

n—+0
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iv)
s—/\Er_nooE,\ =0, S_,\ILIEOE’\ =1
Nota: E(s)E(t) = E(t)E(s) = E(min{s,t}) V s,t € R.
Sean (a,b], (a,b), [a,b] y [a,b) en R. Se denota:
E((a,b)) = E(b) — E(a), E((a,b)) = E(b—) — E(a). (2.7)

E([a,b]) = E(b) — E(a—), E([a,b)) = E(b—) — E(a—). (2.8)
Donde E(t—) = s — lim E(t —e¢).

e—0t

A continuacién mostramos un ejemplo de una familia espectral en R.

Ejemplo 3:

Considérese [a,b] C R, —0o < a < b < 00. Sea @) el operador en el espacio
de Hilbert L*[a,b], dado por (Qf)(x) = xf(x), con dominio:

D(Q) = {f € [*[a.b) : / 2 (2)[? < oo},

Tomando (E(t)f)(z) = Xjaq(z)f(x)[31]. La funciéon E en este caso cumple
la definicién anterior.

En este ejemplo L?[a,b] denota el espacio de funciones cuadrado integrables
sobre [a,b] y X[o5(.) es la funcién caracteristica del intervalo [a,b] dada por

1 sizé€la,b].
Xiap)(@) =
0 siz¢la,b.
Nota: Sea h una funcién real definida en [a,b] y P = {z¢,x1,...,2,} una

particién de [a, b]. La cantidad
Vi(h, P) = |h(x;) = h(wi1)]
i=1
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se llama la variacién de h sobre P. El supremo sobre el conjunto {V'(h, P) :
P es particién de [a,b]} es llamado la variacién total de h sobre [a,b] y es
denotado por V’(h). Se dice que h es de variacién acotada sobre [a,b] si
Vi (h) < oo.

Lema 2.35 [31] Sea H un espacio de Hilbert. Dados f, g € H, la aplicacion
t — (f,E(t)g) es de variacion acotada. Si f € H es vector unitario, la
funcién positiva t — ||E(t) f||*> es normalizada y de variacién acotada.

Demostracién:

Sea U = (a,b] y a = 9 < 21 < ... < x, = b una particién arbitraria de U.
Considerando U; = (x;_1, x;], se tiene que U es la unién de todos los {U;}1 ,,
siendo éstos disjuntos. De la desigualdad de Schwarz se tiene

<> I EwflIEvgll
=1

) (S

_ (Z(f, EUif>) (Z@,Ewg))

i=1 =1
=l Evf Il Eog 1< £l gl -

Esto demuestra la variacién total de (f, E(t)g) sobre el intervalo U. La segun-
da parte se sigue fijando f = g, y considerando que s — th’m (f,Et)f)=0

ys—th'm(f,E(t)f) =1 cuando || f|| = 1. O

N

< (ZHEUJ
=1

=

Proposicién 2.36 [31] Sea H un espacio de Hilbert. Dado

B = {g cH: /_:th(g,E(t)g> < oo}.
16



Entonces existe un operador autoadjunto T en H con dominio B tal que para
todo f € H y g € B se tiene:

Uﬂb%=/mtﬂﬂE@M) (2.9)

o0

Demostracion:

i) Sea g € H,y g, = (E(n) — E(—n)) para n = 1,2,..., entonces g,
converge fuertemente a g cuando n — oo. Por el lema anterior se tiene
[ 2 d{gn, E(t)gn) = [ t2d(g, E(t)g) < n?||g||?, asi g, € B, lo cual implica
que B es denso.

ii) Sea g € B, tomando el funcional lineal ¢,(f) = [°_td(g, E(t)f), se tiene

0o (S < NFINCSZS, B2dly ,E(t)g))z. Por el teorema de Riesz existe un vector
g* € H tal que ¢4(f) = (g%, f) para cada f € B. Fijando g* = T'g para todo
g € B se observa que T' es densamente definido, simétrico y satisface (2.9).

iii) Para demostrar que T' es autoadjunto, bastara ver que el rango de cada
uno de los operadores T' £ ¢ es igual a H. Considerando la funcién ¢4 : A —
(A £4)71. Se tiene ||¢+ || = sup|dL(N)| < 1. Por lo tanto como en la parte
ii) se toman operadores ¢ (T) tal que (f, ¢+ (T)g) = [*o o+ (t)d(f, E(t)g),
con ¢4 (T) € B(H) espacio de operadores acotados y qui( )| < 1 donde
¢+(T) = (T:l:z')* . Ahora sea g € B y feH, (fyo=(T)(T £i)g) =
S o+ (O)d(f, E)(T £i)g —foo ¢i )di(J 7, (SiZ) (f, EQ)E(s)9))

= % 6O ([ (i), B(s)g)) = [, w(O)(t£)d(F. B(t)g) = (£.9).
Un cédlculo similar demuestra que (bi( YHC By (f,(T+i)oL(T)g) = {f,g).
De esta manera cualquier vector f € H es dado como f = (T £ )(¢ (T ) ),

lo cual indica que el rango de cada uno de los operadores (T +1) es igual a H.
O]

Teorema 2.37 [29] (Teorema espectral) Sea T un operador autoadjunto en
el espacio de Hilbert H, entonces familia espectral E asociada a T cumple la
formula:

b+6
(9,(E(b) — E(a))f) = lim lim — (9, (Rr(z —ie) — Rp(z +ie)) f)dz,

§—0T e—0+ 271 a+6

para todo f, g€ H y —o0o < a < b < oo.
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Dado T un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H con familia
espectral E. Se denota por H,, el subespacio lineal cerrado mas pequeno
que contiene a todos los vectores propios de 7. También se suele llamar a
Hpp = Hpp(T') el subespacio de discontinuidad de H respecto a T Hép es
llamado el subespacio de continuidad de H respecto a T', y es denotado por
H. = H(T). El subespacio singular continuo Hy. de H respecto a T es el
conjunto de los f € H, para el cual existe un conjunto de Borel N C R, con
medida de Lebesgue 0 tal que E(N)f = f. El complemento ortogonal de Hy.
en H. es el subespacio absolutamente continuo de H respecto a T' denotado
por Ha. = Hac(T). El subespacio singular Hg de H respecto a T, es indicado
por Hy = H(T') = Hpp P Hse-

En la siguiente definicién se caracterizan estos subespacios en funcion de la
medida espectral inducida por F.

Definicién 2.38 [29] Sea T' un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert
H con familia espectral E. Dado f € 'H, se denota por py la medida inducida
en R por la funcion ||E(.)f||*. Se definen los subespacios Hpp, He, Hs Y Hae
por:

i) Hpp es el conjunto de aquellos f € H para el cual existe un conjunto
a lo mds numerable A C R tal que pp(R\A) = 0, es decir, la medida iy
esta concentrada en un conjunto a lo mds numerable.

ii) H. es el conjunto de aquellos f € H para el cual ps({t}) =0, Vt e R,
es decir, la funcion t — ||E(t)f]|? es continua.

iii) Hs es el conjunto de aquellos f € H para el cual eziste un conjunto de
Borel N C R de medida 0 tal que pp(R\N) = 0, es decir, us es singular
respecto a la medida de Lebesque.

iv) Hac es el conjunto de aquellos f € H para el cual pug(N) =0, para cada
conjunto de Borel N con medida de Lebesque 0, es decir, py es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue.

Del teorema de descomposicion de Lebesgue-Stieltjes, la medida espectral
pr = ||E(.)f||* asociada a T' admite la siguiente descomposicién [27], [36]:
M = Hac T Hsc + fpps
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donde p,. es absolutamente continua y e medida singular continua, ambas
respecto a la medida de Lebesgue en R, y pp,, medida puramente puntual.
La descomposicion de ‘H en subespacios disjuntos asociados a estas medidas
es:

H =Hac(T) @ Heo(T) ® Hypp(T).

Denotamos por C°(R) el espacio de funciones complejas sobre R a soporte
compacto infinitamente diferenciables [27]. Recordemos que A C R es com-
pacto si es cerrado y acotado. Dada la funcién f : R — C. El soporte de
f es el conjunto {z € R: f(z) # 0}. En la literatura matematica es comun
denotar a este conjunto por suppf, es decir, suppf = {x € R: f(z) # 0}.

Definicién 2.39 [27] Dada la funcion f € CX(R), su transformada de

Fourier es:
P = fo) == [ 5

La transformada inversa se indica por:

F7Y(f)(z) = f(x)

dw.

=7 e

Definicién 2.40 Se define el espacio de Schwartz S(R?) por:
S(R?) = {f € C°(R?) : || f|la.s < o0, para todo o, B}
donde a = (a1, a,a3), = (51,5, 3), a5, B €N, j=1,2,3.
[ fllas = sup [z D7 f(z)],

TER3

f[ Y Dﬂ_l:[l(}ai)

Definicién 2.41 [36] Sea f real medible. f es esencialmente acotada si existe
C > 0 tal que |f(z)| < C a.e., respecto a la medida de Lebesgue. El espacio
de estas funciones se denota por L= (R).

[flloe = tnf{C >0:[f(x)] < C ae},
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a.e. indica que tal propiedad se cumple, excepto en un conjunto de medida de
Lebesgue 0.

Ejemplo 4:
Considérese el espacio medible (X, pt) con medida p, o-finita y f una funcién

medible en X finita casi dondequiera a valores complejos. Sea T el operador
en L*(X, uu) definido por

D(Ty) = {¢| f(x)p(x) € L*(X, n)}

(Tro)(x) := f)e(x).
El operador adjunto de T esta dado por T} = T5.
Consideremos ¢ € D(T7) y sea Tj¢ = n. Se debe cumplir

| @@ @i = [ Fanadua) v e D).

M

Tomemos p(x) = e /@I X 4(x) con X4(-) como la funcién caracteristica del
conjunto medible A de medida finita. Sustituyendo en la ecuacién anterior
se obtiene
[ @) - afa)ldu(z) =0

A
para todo conjunto A de medida finita. Esto prueba que f(z)¥(x) = n(x)
casi dondequiera.

Proposicién 2.42 Sea Hy el operador en H = L*(R, dx) con dominio D(Hy) =
{p e H| (p*Fp)(x) € H}, (Hop)(z) = (F'p*Fp)(x). Hy es autoadjunto.

Demostracion:

Se sigue directamente del ejemplo anterior que el operador de multiplicacién
por la funcién p? es autoadjunto y siendo H,, unitariamente equivalente a éste,
entonces es autoadjunto. 0

Definicién 2.43 [35] Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (., .)

y norma asociada || .||. Un operador T en L(H) se denomina operador de
Hilbert-Schmidt si la traza de T*T es finita. Es decir,
tr(A*A) =) {on, T"Tip,) < 0,
n=1

20



para alguna base ortonormal {¢,} de H. Este conjunto es denotado por HS.

Proposicién 2.44 [35] i) HS es un ideal * en L(H). Es decir,
- HS es un espacio vectorial complejo.

-SiTeHS yBe L(H), entonces TB, BT € HS.

-8 T € HS, entonces T* € HS.

ii) Si T, B € HS, entonces para cada base ortonormal {p,},

o0

> {en, T"Ben)

n=1
es absolutamente convergente y su limite, denotado por (T, B)ys, es inde-
pendiente de la base ortonormal que se tome.

iii) HS con producto escalar {.,.)ns es un espacio de Hilbert.
iv) Si | T|\ns == /{T, T)ns, entonces
1T < 1T llns y (1T N1s = 1T |-

v) Cada T € HS es un operador compacto y los operadores de rango finito
son densos en HS.

Proposicién 2.45 [35] Sea H = L*(M,du) con M un espacio medible con
medida p. Entonces T € L(H) es Hilbert-Schmidt si y solo si eziste una
funcién K € L*(M x M,du ® du) tal que

/ K(z,y)f(y)du(y) ¥ f € L*(M,dp).
Ademdads
1T |lns = [|K]| 2

La funcion K se conoce como Kernel de la transformacion T

Obsérvese que la funcién g(z) = (22 +1)7! estd en L*(R3, dx).

Pues
1

[ lotpae= | T

7

usando coordenadas esféricas
x1 = rcosfseng, y =rsenfsenp, z=rcosp, 0<r<oo, 0<60<2my
0 < ¢ < 7 obtenemos
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1 00 2w T .2 2]
/3—653;:/ / /’Af(m dp df dr < oo,
w (3o 2f)?+1 o Jo Jo mH1
Ejemplo 5:

Consideremos el espacio de Hilbert H = L*(R?,dz). Dado V € H fijo con-
sideremos el operador A = V(—A +1)~! en H definido como

Aple) = V() [ 7o)
R
El operador A es Hilbert-Schmidt.

Para probar que A es Hilbert-Schmidt, es suficiente con exhibir una funcién
K € L*(R? x R?, dx dy) de tal forma que

(Ap)(z) = | K(z,y)e(y)dy.
R
Hacemos p? = p? + p2 + p3. Supongamos por el momento que ¢ € L2 N L.

Para € > 0 se cumple, por la desigualdad de Schwarz
| Jus 20y (Jos e e 0 g()dp — gy — ) ) | < lplle- 13- — gl

= lelln-le™ g —gll

—0 si e =0T,
donde g. = e~ g(p), g(p) = (P> +1)", y se ha utilizado el hecho de que
la transformada de Fourier es un operador unitario en H. Usando esto y el
teorema de Fubini obtenemos

(A9)(w) = f@)tiy | o) ooy

= f(z) lim —5 / e P g () / e PYo(y)dydp
R3

€10 (2m)2 R3

= f(z) lim —5 / o(y)dy / e~ e =D g (p)dp
R3 R3

el0 (2m)2

— 1) [ oty = hotuin

Esta ecuacion es valida en principio para vectores en L?NL'. Por la desigual-
dad de Schwarz, esta ultima integral y el operador A definen operadores aco-
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tados en H y coinciden en un subespacio denso. Deben ser iguales en todo el
espacio. El Kernel de la transformacion A es la funcién

K(z,y) == f(2)3(y — ).
Por ser la transformada de Fourier un operador unitario, se concluye que K
estd en L*(R? x R dx dy):

0= ([ [ 1Platy - )Pt ) =171 lalhe < o

Asi A es un operador Hilbert-Schmidt.

Algebras y o-algebras de conjuntos

Denotemos por J la familia de todos los subconjuntos del eje real de la forma
k

A= U I;, donde cada I; puede ser el intervalo acotado (a;, b;] o el semieje
i=1
(—00, b;] con a; < b; < 00, o bien el semieje (a;,00) con a; < oo.

Abusando de la notacién aqui denotamos este tltimo intervalo como (a;, 0o,
con lo cual podemos representar cada elemento de J como

A= J(a:, v, (2.10)

i=1
donde —o0 < a; < b; < 0.

La familia J es cerrada con respecto a intersecciones finitas. En efecto, si
dos intervalos (a,b] y (¢, d] tienen interseccién no vacia entonces (a, b] N (¢, d]
=(méx{a, c}, min{b, d}| € J. Para el complemento de (a, b] se tiene,

(—00,alU (b,0), sia, beR,
(av b]c = (b’ OO), a4 = —0Q,
(—00, al, b= oo.

Utilizando las leyes de De Morgan se deduce que el complemento del conjun-
k

to A en (2.10) es m(ai, b;]¢, el cual sigue siendo una unién de una familia de

=1
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intervalos del mismo tipo. En consecuencia, J es cerrada con respecto a la
operacién de tomar complementos. De hecho, la familia J es un ejemplo de
un algebra de conjuntos.

Definicién 2.46 Un dlgebra de subconjuntos de un espacio X es una familia
A de subconjuntos de X tal que

1) X € A,
2) A e A implica A° € A,
3) Para cada k € N, U, A€ Asi A € A

Proposicién 2.47 Si A es un dlgebra de subconjuntos de X, entonces () €
A. Ademds ANB e Ay A\B € A siempre que A, B € A.

Demostracion:

Segun la condicién (1) de la definicién, X € A asi X¢ =) € A, de acuerdo
con la condicién (2). Si A; € A, se infiere que U, 4; € A debido a (3). Por
la férmula de De Morgan, si N, 4; = (UF_, A9)° € A, debido a (2) y (3). De
tal forma que también A\B = ANB° € A. O

Ejemplos:
1.-La familia J definida anteriormente es un algebra de subconjuntos de R.

2.-La familia de subconjuntos de R que son uniones de familias finitas de
intervalos (a,b), [a,b) "R, [a,b] "R con —oo < a < b < oo, constituye un
algebra de subconjuntos de R.

3.-Sea 7(X) la familia de todos los subconjuntos de un conjunto X. 7 (X)
es obviamente un algebra de conjuntos.

Definiciéon 2.48 Un dlgebra de subconjuntos de X se llama o-dlgebra, si
para toda coleccion numerable {A;}; de elementos del dlgebra el conjunto
U2, Ai sigue siendo elemento del dlgebra.

Proposicién 2.49 Una o-dlgebra de conjuntos es cerrada con respecto a la
operacion de tomar intersecciones numerables.
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Demostracién:

Supongamos que los conjuntos A;,7 € N, pertenecen a una o-algebra.

Una vez més utilizando las férmulas de De Morgan expresamos (>, A; =
(U2, AS)e. Esto implica el resultado debido a que una o-dlgebra es cerrada
respecto a las operaciones de tomar uniones y complementos. O

El dlgebra 7 (X) es una o-algebra, mientras que J no lo es. Por ejemplo, un
intervalo cerrado [a, b] se obtiene como interseccién numerable de elementos
de J, y sin embargo no se puede representar como union finita de intervalos
semiabiertos.

Definicién 2.50 Dada una coleccion C' de conjuntos de X se define la o-
dlgebra generada por C, o(C), como la interseccion de todas las o-dlgebras
que contienen a C.

Ejemplo:

Sea X un espacio métrico, o mas generalmente, un espacio topolégico con
topologia T. En este caso o(¥) se llama la o-dlgebra de conjuntos borelianos
de X y se denota por B(X). Los elementos de o(%) son los conjuntos bore-
lianos. Para X = R, con su métrica natural, denotamos simplemente como
B a la familia de los subconjuntos borelianos.

Proposicién 2.51 B = o(J).

Demostracién:

Ambas familias son generadas por colecciones de conjuntos. En el caso B
los generadores son los conjuntos abiertos en R y en el caso de o(J) son
todos los intervalos de la forma (a,b]. Es suficiente probar que todos los
conjuntos abiertos pertenecen a o(J) y que los intervalos (a,b] pertenecen

a B. Como cualquier abierto en R es la unién de una familia numerable de
o

1
intervalos abiertos y puesto que (a,b) = U (a,b— —] € 0(3J), se obtiene que
n
n=1
cada conjunto abierto pertenece a o(J) y por consiguiente B C o(J).
Por otro lado, también es posible representar cada intervalo semiabierto como
interseccién numerable de intervalos abiertos:
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o0

1
b] = b+ — b <
(a, 0] Ql(a, +-), 00,
y similarmente para b = oo. La férmula demuestra que (a,b] C By por lo tan-

to o(J) C B. O

2.2. Introduccién a la teoria matematica de
dispersién

En esta seccion presentamos la teoria de operadores de asociados a los
operadores autoadjuntos 17, 15 en los espacios de Hilbert H; y Hs ambos en
el campo C.

En la literatura fisica muchas veces los operadores T y T5 representan el
Hamiltoniano asociado a un sistema fisico de particulas o a una particula en
especifico. En esta seccion presentamos los elementos basicos respecto a los
operadores de onda asociados a los operadores T y T5, bajo la suposicion
de la existencia de éstos en cada uno de lo resultados que a continuacién se
exponen.

La existencia de los operadores de onda es un tema muy dificil de estable-
cer en general para operadores arbitrarios. En este presente trabajo, capitulo
4, se desarrolla la existencia de los operadores de onda para la teoria que ha
dado origen a la presente tesis.

El objetivo de la teoria de perturbacion es describir sistemas cudnticos
complicados en términos de otros mas sencillos. Se estudian sistemas simples
y a partir de los Hamiltonianos simples asociados a éstos, se perturban a estos
ultimos para poder describir el nuevo sistema, llamado sistema perturbado.

Estudiar un sistema perturbado es de suma importancia porque el estu-
dio de éste nos permite establecer el comportamiento del sistema a futuro
por ejemplo: el comportamiendo de la energia y los estados del sistema en
analisis.

Sin pérdida de generalidad sobre la teoria en esta tltima seccién, es vali-
do pensar a 75 como una perturbacién de 77 aunque claro muchas veces la
perturbacion depende méas del problema real a modelar por parte del lector.
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Citamos dos textos clasicos para una consulta méas general sobre la teoria
de operadores [27],[31].

Denotaremos por D(T'), Ran(T), el dominio y la imagen del operador T
en el espacio de Hilbert respectivo.

Definicién 2.52 [29] Sean T un operador en el espacio de Hilbert H y M
un subespacio cerrado de H. El subespacio M es invariante por T st T f €
MY feM.SiMyM* son invariantes por T, y D(T) = (M N D(T)) U
(M+ N D(T)) entonces T es reducido por M.

Teorema 2.53 [29] Sean T un operador autoadjunto y M un subespacio
cerrado en el espacio de Hilbert H. Si e®Tf € M, ¥V f € M y Vt € R,
entonces T es reducido por M y e M+ = M*. Ademds " Py = Pye™ y
TPyu= PyTu Y ue D(T).

Demostracién:

Se tiene "M = M VYVt € R, debido a que e*™M C M y cada f € M
puede ser escrito en la forma f = T (e7 T f) con e T f € M VteR.

Dados f € M, g € M*, se tiene (e'Tg, f) = (g, e *Tf) =0 VteR.

Esto implica que e‘T"M+ C M*. Por tanto, "M+ = M=*. Sea Py la
proyeccién ortogonal sobre M, entonces Pyel'? = e'TPy, V't € R. Esta
ultima igualdad se deduce de lo siguiente, dado v € H; éste se expresa como
v = vy + vy donde vy € M y vy € M+ por lo tanto se tiene que

T tT

it T it T it '
Pye v = Pye (v +vpp) = Pye oy = e oy,

T

por otra parte nétese e’ Py;v = e Tvy,. Esto implica Pye®” = et Py,.

Ahora sea f € D(T), entonces

PyTf = Pylim 3" f = f) = lim Z(e"T Py f — Purf),
lo cual indica que Py f € D(T) y TPyf = PuTf.
De manera similar, (I — Py )f € D(T)y T(I — Py ) f = (I — Py)Tf. O
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Nota 2.2.2:

Del teorema anterior se tiene que Pye 7 = e 7Py,

Lema 2.54 [51] Los subespacios Hao(T'), Hse(T) y Hpp(T) son cerrados y
reducen a T

Designaremos por P,.(T') el proyector ortogonal sobre H,.(T').

Ahora sea z € C y E la familia espectral asociada a T.

SiImz > 0, para f,g € M se tiene

—i/oOo e f, e T Pyg)dt = —i/oC><> e*t {/ e 5 Pyd(f, E(s)g)} dt

:_3/{A”awSumﬁ}aﬁE@m>

~ [=9 Pudls. Bl
= (f, (z = T)™" Pug).
Esto indica i(z —T)"'Py = /eiZteitTPMdt.
ii) De forma similar, si Imz < 0:
i/oo U f e T Pyg)dt = (f, (2 — T) ' Pyg).
0

Es decir —i(z = T) "' Py = /eiZte_itTPMdt.

De i) y ii) se tiene:
(z=T)'Py="Py(z-T)"",
para todo z € C
Rr(2)Py = Py Rr(2). (2.11)
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Mas adelante en la proposicién 2.56 parte 3, se establece un proceso que nos
permite inferir

E(A)Py = Py E(A) (2.12)

para todo conjunto de Borel A en R.

Definicién 2.55 Sean T y Ty operadores autoadjuntos en los espacios de
Hilbert 'Hy y Ho, respectivamente. Supongamos que J : Hy — Hy es un
operador lineal acotado.

Se definen los operadores de onda Qi (T3, Ty; J) por:

D(Q (T, T1;J)) ={f € Hi:5— tligtn et Je " p, (T1)f existen},

Qi(TzaTMJ)f:S—th/iﬂ eitTche_itTlPac(Tl)fa V[ € DQx(T3,Th; J)).

En el caso en que H; = Hs y J = [ usaremos la notacién Qi (75, 77) =
Oy (T, Ty; I). Para simplificar la notacién denotamos a Q4 (75, T7; J) por Q.

Proposiciéon 2.56 Los operadores de onda 4 satisfacen:

1) QueTi = eisTaQ

2) Dado f € D(T}), entonces Qi f € D(Ty) y ToQde f = QL T1 f.

3) Sean Ey, Es las familias espectrales asociadas a Ty y Ty, entonces
Ey(s) Qe =QL Ei(s) VseR

4) Sea G : R — R una funcion continua y acotada, entonces

G(T5)Qx = Q:G(Th).
Demostracion:
1) Sea fe D(Q2y)y s eR.
QieiSTlf =5 — lim etz Je i(t=5) TlPaC<T1)f

t—+o0

—elsTeg _ th/in ei(tfs) T3 l]efi(tfs) T Pac(Tl)f

= Bis b Q:I: f
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Por lo tanto se tiene Q et = e$72Q), .

2) Consideremos f € D(Ty), V; = €2 y U; = e 71, Sea Q alguno de
los operadores (), entonces

lit QU D f-Qnif | < |Qlllit™ (V=D f=Taf || = 0, t — 0.

Asi,
d
De 1) se tiene
. d . d
IEWQJC = IEQUt‘f = QTlf

Es decir, Qf S D(TQ) y TQQf = QTlf

El siguiente proceso demuestra 3):

i) Sea z € C.
Silmz >0y j=1,2, para f,g € H se tiene

_1/0 eizt<f7 e—itTng>dt _ _1/0 eizt {/ e—itSJd<f7 E](S)g>}dt

— —1/ {/Ooo eit(Z_S)Jdt} d(f, E;(s)g)

_ / (= — )"\ Jd(f, E;(s)g)

= <f7 (Z - ,-Tj)_l‘]g>
Esto indica i(z — T;)~1J = / e#te 5 Jdt.
ii) De forma similar, si Imz < 0:
[ e gt = (1, (2 - T) ).
0
De lo cual se deduce, —i(z — T;)"'J = /eiZte_itTdet.
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De i) y ii) se tiene:
(2 =T) ' Q=04 (¢ —T1) 7Y,

es decir,
RTQ(Z)Q+ = Q+RT1 (Z) vV zeC. (213)

Ahora considérese —oo < a < b < 0o. Del teorema espectral 2.37 se
deduce:

Dados f,g € D(Q4).
<g’ (EQ(a7 b])Q:I:f> = <gv <E2(b> - E2(a))Q:|:f>

b+0
~ Jim lim —/ (g, (R (t — i€) — Ry (t +i2)]Qu f )t

§—0+ e—0+ 271 +6

b+
— l{im lim — (g, [Rp,(t —ig) — Ry, (t + i) f )dt

§—0t e—0+ 271 a+s

= (g, Qs (E1(b) — Er(a)) f)-

= (9, Q+(Er(a,b]) f ).

Esto implica
By((a,b)) Qs = Qs Fy((a, 1), (2.14)

Ahora consideremos la familia A dada por

A cumple las siguientes propiedades.

1.Re A
Pues s — lim E;(a)=0 y s— lim E;(b) =1, paraj=1,2.

a——00 b—o00
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2. Sea (a,b] € A tal que F((a,b])Qs = QL Ei((a,b]).
Obsérvese que
(—00,al U (b,0), sia, beR,
(a,b]® = ¢ (b, 00), a=—00,
(—o0,al, b = oo.

Se nota que:
a)
Ey((—00,a])Qs = s — lim FEsy((z,a])Q4

=s— lim Q.F((z,q])
= QLB ((—00,al).

b) Usando (2.14) se tiene
Es((b,00))Qe = s — lim Ey((b, x])+

r—00

=s— lim Qi F((b, z])

= QiEl((b, OO))
c) De a) y b) se sigue
Es[(—00,a] U (b,00)]Qy = Qi Ey[(—00,a] U (b, 00)].

De a), b) y ¢) se tiene que (a,b]° € A.

3. Considérese {I,},, € A una sucesién numerable de intervalos semi-
abiertos, como en 2, tal que Fy(1,)Qy = Qi F(1,).

Sil,NI,=0 YV n+#m, entonces
k
Ej (Un [n) =s— lim E](In), para j = 1’2

k—o0
n=1

k k
Nétese que Y Ep(I)Qe = Qs Y Ei(I,), V¥ keN.

n=1 n=1
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Esto implica

By (U, 1) Q0w = QB (U, 1)

Si I,, N I,,, # () entonces

E; (U, I,) = s—1lim

k—oo

ZEj(]n) - Ej(ﬂ ]n)] , para j=1,2.
Obérvese también que

k

iEé(In) - EQ(ﬂ [n)] Qi = Qi

n=1

k

> Ei(l,) - Ei([) In)] ,VEkeN.

n=1 n=1

Asi By (U, 1) Qe = QLB (U, 1) -

De 1, 2 y 3 se tiene que A es la g-algebra de Borel. Esto implica que la
ecuacién (2.14) es vélida para todo conjunto de Borel A, es decir,

Ey(A) = QL (A).

4) Sea G : R — R una funcién continua y acotada, entonces
G(Tg)Qi - QiG(T1>

Demostracion:
De 2) y 3) se infiere
Ty Eq((a,b])Qe = QrFi((a, b))T7,
donde —o00 < a < b < 0.
En particular
T3 Ey((a, b))y = QLB ((a,b)T7, VY neN.
Sea P(x) un polinomio real, se cumple

P(TQ)EQ((CL, b])Qi = QiEl((a, b])P(Tl)
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Usando el teorema de Stone-Weierstrass, es posible encontrar una sucesién
de polinomios {P,},, que converge uniformemente en (a,b] a la funcién G.
Esto implica

G(T)E2((a, b)) = QL Ey((a,b])G(TY). (2.15)

Tomando en (2.15) a — —oo y b — oo, entonces Fs((a,b]) converge fuerte-
mente al operador identidad I, se deduce de esta manera

G(TQ)Q:t = QiG(TI) |:|

Definicién 2.57 [29] Sean T y Ty operadores lineales en los espacios de
Hilbert H1 y Hsy. Se dice que los operadores Ty y Ty son unitariamente equiva-
lentes si existe un operador unitario U : Hi — Hs tal que

U =UT;.
Esto significa que D(Ty) es exactamente la imagen de D(Ty) mediante el
operador U, y TbUv=UTiv YV ve D(Ty).

Definicién 2.58 Sean H; y Hs espacios de Hilbert. El operador V € B(H1, Hs)
es llamado una 1sometria parcial si

IVOI=1f1 Y f € KerV)

Proposicién 2.59 Sean 11 y T, operadores lineales autoadjuntos en los es-
pacios de Hilbert Hy y Ho. SV : Hy — Ho es una isometria parcial tal que
e Uy = Ve T entonces Ty es reducido por (KerV)L y Ty es reducido por
RanV'. Ademds T'|kenv)L €s unitariamente equivalente a Ts|ranv

Demostracion:
Primero probaremos que Pieyre T = e 1 Py

Sea ¢ € Hi, se tiene claramente que ¢ = Pxerv + P(Kerv)L, tomando Pgery
el operador de proyeccién ortogonal sobre KerV, se infiere Pkerv = @kerv -

Usando la hipotesis respectiva se deduce que
Ve_itTl PKerVQO - e_itTQVQO = 07
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es decir, e Peoy C Prerv-

De esto ultimo, la proposicién 2.53 implica e " Pycoryyr C Prcervyt-

Ahora demostramos que el operador T5 es reducido por RanV .

Dado ¢ € (KerV)+.

Usando la hipétesis e 72V = Ve Tt y denotando por g = Vi, se deduce
que e T2 g = Ve ' Tip implica e *72g € RanV.

Sea Pgrany una proyeccion ortogonal sobre RanV'. Se deduce directamente

—itT> —itT>

g=e"g=e"TPp vy,

pues g v e *T72g € RanV. Asi Ty es reducido por RanV .

PRanVe

A continuacién demostramos que Ti|kenv)L €s unitariamente equivalente a
T2|RanV:

Denotemos por U = V| (gerv)L-

Claramente U : (KerV)* — RanV es un operador unitario.
De la igualdad

etV =Ve Ty V e D(Ty)N (KerV)+,
se infiere

LUy = iﬁe_ithU@t:O = i%Ue_itTlﬂt:o = UTp.

Asi T1|(kerv)~ €s unitariamente equivalente a T|rany - O

Proposicién 2.60 [27, II1] (Ker Q)+ = H! es un espacio invariante por
Ty y Hin = Ran€Qy es un espacio invariante por Ty. Ademds, Ty | H, es
unitariamente equivalente a Ty | Hin. En particular, Ty | Hi, es puramente
absolutamente continuo.

Demostracidn:

De la igualdad, . ‘
e 20, = Q et (2.16)

—itTh ( —it T )

se sigue que e deja invariante a H! (respectiva-
mente, Hip).
La descomposicion polar de un operador sobre Hy, se extiende a un operador

de H; a Hs. El resultado es que Q, admite una descomposicién 2, = V||

respectivamente, e
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con [y = [(24)%(24)]2 en L(H,) vy V una isometrfa parcial con espacio
inicial H!, en H; y subespacio final H;, C Ho.

La equivalencia unitaria de 77 y T3 se tiene al establecer
ety = Ve it (2.17)
Deduccién de e t72Y = Ve itT1,
Por (2.16), (2y)*e 72 = ¢7t71(Q, )*) se infiere
() (Q)e™ M = (@) e 20y = e Q)" ().

Por la unicidad de la raiz cuadrada positiva,

Qe = e Q|
asi (2.16) implica que

e VRYV|Q, | = Ve it |.

Como un resultado, (2.17) se tiene aplicado para vectores en Ran |{2|. Para
completar la demostracién de (2.17), se nota que para vectores o en (Ran [, |)*
= Ker|{2, | = KerV, se tiene claramente que e * 72V = 0. Ademds, Ve " T1p
= 0 ya que se ha visto que e 71 deja invariante a Ker|Q.| = (H.,)*.
0J

Teorema 2.61 [29] Sea P, la proyeccion ortogonal sobre Ran(§2y). En-
tonces se tiene para t — 00

e Q. — Je ' P, (Ty) > 0. (2.18)
(Qy — D)e N P (Th) > 0. (2.19)
(I — P)e 1P, (T) > 0. (2.20)

FEcuaciones similares se obtienen cuando J = 1.

Demostracién:

(2.18) se sigue de un célculo directo.

La ecuacion (2.19) se sigue de (2.18) y de la igualdad:
67itT2Q+ = Q+€71tTI = Q_A'_PaC(Tl)@iitTl = Q_&.@iitTlPaC(Tl).
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(2.20) se obtiene de
I(1 = Pp)Je ™ Poc(T) fl| = €2 (1 = Py)Je™* B Poc(T1) £
= 11 = P I PT |

— [(T=P)Q fl =0, t— oo. 0

Teorema 2.62 [29] (Criterio de Cook) Supongamos que H; = Hey = H,

J=1, P(Th)=1. Sie ™ fe D(Ty)ND(Ty) V t € R y la funcidén
R—H, t—(Th—T))e "0y

es continua y tal que

/ ||(T2 — Tl)e_itTlfHdt < Q.

Entonces f € D(Q4(T3,T1;1)).

Demostracién:

De e 11 f € D(T}) N D(T3), la funcién Q(t) f = 2771 f es diferenciable
V t € Ry su derivada es

d
it

Por hipoétesis dicha derivada es continua. Por lo tanto

Q(t)f) = ieitTQ (TQ - Tl)eiitTlf.

Q) f —Qs)f = i/t e (Ty — Ty)e ™™ fdu,

192(8).f = Q) fII < / (T2 = T)e ™™ fldz

< / (Ty — Ty)e ™1 f||dz < oo.

—00

La desigualdad indica que Q. (T3, T7)f = s — . h’in Q(t)f existe. O
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Definicién 2.63 [40] Sea U un conjunto abierto en R. Denotamos por A(U)
a la coleccion de las funciones reales Borel medibles p en R tal que ¢'(z) existe
para a.e. x € U y ¢'(x) # 0 para a.e x € U.

Teorema 2.64 [40] (El principio de invarianza) Sean Ty, Ty operadores au-
toadjuntos en los respectivos espacios de Hilbert Hy, Ho, vy J : Hy — Hs un
operador acotado. Sea Ey la familia espectral asociada a Ty. Supongase que
eziste £ € Hae(Th) y z € C\R tal que

/ I{J(Ty — w)™" = (Ty —w) ' T}eMig|dN < 00,  w € {z,7}.
Sea H(T1;€) el subespacio mds pequeno de Hy que contiene a & y el cual es
invariante bajo Ey. Sea U un conjunto abierto en R tal que u(o(T1)\U) =0
y sea o € A(U). Entonces el limite

thg —_— lim 671/\50(,1—‘2) Jei)‘ @(Tl)g

A—00
existe en la topologia de la norma de Hs para cada ¢ € H(T1;€). Ademds,
cuando s € H(T1;€),
Wes =Wich + W™,

donde ¢* = Ey(Ay)s, Ny ={x €U :¢'(z) >0}, A ={xeU:¢ ()<

0}, v

Win = lim e Ty, n € H(Ti5),

el cual existe en la topologia de la norma de Hs.
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Capitulo 3

Ecuacién de Klein-Gordon (Trabajos

Citados)

En este capitulo se presentan los principales aspectos relacionados con
la ecuacién de Klein-Gordon en estudio. Ciertos detalles técnicos pueden ser
consultados en [18], [19], [20] y [23] los cuales no se anexan por simplificacion
al presente trabajo. La ecuacion de Klein-Gordon que a continuacion presen-
tamos ha sido ampliamente estudiada por otros autores cuyos resultados se
presentan brevemente:

n

(i% — b0> U(x,t) = [Z(Dj —b;)? +m® + ¢,(2) | (1), (3.1)

i=1

0
donde x e R", te R,y D; = _i(’?_’ j=1,2,...,n bj(z), ¢gs;(x) son fun-
L

ciones real valuadas y m es una constante positiva. La ecuacién (3.1) describe
una particula relativista de espin cero, de masa m, en la presencia de un po-
tencial eléctrico by(z), un potencial magnético b;(x) y gs(x) potencial escalar.

1.-[18] Analiza (3.1) paran =3, bj(z) =0, j =1,2,3, con las condiciones:

i) by y ¢s son funciones reales Holder localmente continuas excepto en un
numero finito de singularidades;

ii) b2(z) vy gs(x) son funciones cuadrados integrables;
iii) bo(z) y gs(x) son funciones de orden O(|z|™37¢), ¢ > 0 para |z| — oo;

iv) [(=05 + a)lf(2)Pde = —a [(IVfI? + m?|fPP)dz, 0 <a <1y f(x)€
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C>®(R™).

2.-[19] Considera n > 3, b;j(x) =0, 1 < j < n. Se supone |18, iv] y condi-
ciones del tipo Stummel sobre g4(z) y b2(z).

3.-[20] Toma n = 3. Con b;(z) vy ¢s(x), j = 1,2,3, funciones acotadas y
medibles que satisfacen:

i) |bj(2)] < Cla| 775
ii) bj(x) son diferenciables, y |%bj(x)| < Clz|~%5;

i) gy ()] < Cla] >
La ecuacion (3.1) con las condiciones iniciales

{60 15000} = (), 2o,

t

establece un problema de valor inicial bien definido. Se asocia la integral de
energia

Bw) = [ {Z (D; = bi)f? + (m? + gl + r%w} Tz, (32)

donde q(z) = gs(x) — b2(z), es constante en el tiempo. El procedimiento que
se sigue es reducir (3.1) a una ecuacién equivalente de primer orden en el
tiempo.

Sean f; = ¥(x,t), fo = i%w(ai,t) y f= ({01

), entonces (3.1) es equivalente
2

a la ecuacion 5
i f = hf. (3.3)
donde
h= 01 D(h) = C"O’Q(]R")
E Q ) C )

n

L= (D;—b;)*+m’+q(x), q(z)=q—b, Q=2b(x). (34)

Jj=1
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C>®(R™) es el espacio de las funciones infinitamentes diferenciables de so-
porte compacto en R, y C®?(R") = C°(R") & C°(R™).

Asociamos con la integral energia (3.2) una forma sesquilineal, la forma
sesquilineal de la energia, definida en C2?(R™) [23], [26] por

n

(f,9) = _((Dj = b)) fr,(D; = bj)g1) + ((m* + @) fr, 1) + (fa, 92), (3.5)

J=1

f,g € C>2*(R"), {.,.) denota el producto escalar en L*(R", d"z), y q(z) =
gs(z) — b3 ().

h es simétrico en la forma sesquilineal de la energia, es decir,

Primero se considera el caso libre, es decir, b;(z) = 0, gs(x) = 0. En este caso
la forma de la energia estd dada por

n

(f.9)0 = (Dif1,Digi) +m*(fi, 1) + (f2, 92). (3.6)

Jj=1

Sea Hj la completacién de C°%(R™) con la norma inducida por (., ). Clara-
mente (.,.)y es equivalente con la norma de Wi ® L*(R™, d"z). Donde W,
es el espacio de Sobolev de orden 1, W, = {f : R" — R : [ (1 +

)2 |F f(n)[*dn < oo}

La ecuacion (3.3) en el caso libre se reduce a

Ox2

7j=1 J

0 0 1 — &
laf_HOfa HO_(—A—I—m2 O>7 A= a2 (37>

Teorema 3.1 [23] Hy es autoadjunto en Ho con dominio D(Hy) = Wo@ W,
y es esencialmente autoadjunto en C>?(R™). Hy es absolutamente continuo
y o(Hy) = 0e(Hp) = (—00, —m] U [m, 00). 0.(Hy) denota el espectro esencial

de H().
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Demostracién:
Denotamos L3(R") = L*(R") & L*(R"). Sea Uy el operador
1 2 2\%
U= Lt (P FmE 1Y
it Lt 21

Uy es un operador unitario de Hy en L2(R™). Nétese que Hy = Uy 'HyU,
donde

Hy=F ' +m?2FM, M = < (1) _01 ) .
De [24, Lema 1.2 y Teorema 1.7 I:IOAes autoadjunto en Wy & Wi y esencial-
mente autoadjunto en C>*(R™) y o(Hy) = 0.(Hy) = (—00, —m]U[m, o). Hy
es absolutamente continuo. La condicién del teorema se sigue de la equiva-
lencia unitaria de Hy y Hy. O

En el caso cuando b;(x) y ¢s(z) no son cero, se introduce la siguiente su-
posicién (Ag) la cual afirma que la forma sesquilineal de la energia es estric-
tamente positiva, es decir, ésta define una norma.

(Ap) Existe una constante € > 0 tal que
[al@rds < S IDAE + ISP, 1 € CER).
j=1

q*(z) denotan la parte positiva y negativa de q(z).

(Ap) es més débil que [18, iv]. Entonces (., .)p es una norma ( Lema 3.7 pégi-
na 48), y denotamos por Hg la completacién de C2>?(R") con la norma de
la energia.

Se presentan otras condiciones en términos de las siguientes cantidades [21]:

Neos(q) = Sup/ lq(y)|Pwa(z — y) dy,
lz—y|<d

xT

donde

wa () = |z[*"

para a < n,
=1—lg|lz| para a=n,

=1 para a>n.
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Denotamos N, (q) = Na1(q) v se dice que ¢ € N, si N,(q) < oo.

Las condiciones son:
(Ay) Para 1< j <n, bj(x) € Nyysin>2 Nyy(b;) 200,

(A2) lg@)[* € Ny y sin>2 Noy(lg@)]?) = 0.

Se demuestra en el Lema 3.10 que Ay — A, implican que las normas de
He v Hp son equivalentes. Sea J el operador identificacion de Hy sobre Hg
dado por J : Hy — Hg, Jf = f. J es una biyeccion.

Se presentan tres suposiciones mas:

Z@ )€ Nyysi n>4 Nyy(CO) =0

(A4) gx) € Nyysi n>4 Ni(q) =0, 0 = 262 € Ny ysi

n>4 N, =0.

s—0

(A5) bo(l’) - NQ y Si n Z 2 N275(b0) — O

La demostracion del Teorema siguiente se desarrolla en la pagina 49.

Teorema 3.2 Sean Ayg— As entonces h tiene una extension autoadjunta, H,
en Hg con dominio
D(H) =W, ® Wi.

Los operadores de onda son definidos (Definicion 2.55 ), cuando ellos existen,
en la siguiente forma:

wy =s— lim e je it
t—=+o0

donde s-lim significa limite fuerte. Hy es absolutamente continuo, es decir,
P, aC(HO) =1

Los operadores w4 se dice que son completos si sus rangos coinciden con el
subespacio absolutamente continuo de H. En tal caso la matriz de dispersion,
S, definida por

S =wiw_ es unitaria.
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Se dice que se tiene la relacién de entrelazamiento si ¢(H)wy = wy(Hp)
para cada funcion Borel medible 1. El principio de invarianza se tiene para
una clase de funciones ¢ si

- i it (H) 7,1t ¢(Ho)
w4 f 1thm e Je f
para ¢ en dicha clase.

Consideremos cuatro suposiciones mas:
(Ag) Sea p(x) = (1 + |z|). Entonces (p°b;) 0 < j < n pertenecen a Ny,

s—0

y (p°C) pertenece a Ny, para algin s > % Si n>2 Nyg(b;) — 0,

s—0

0<j<n. Sin>4 N, (C) — 0.

Obsérvese que Ag implica Aj, Az y As. Se define

Noala) = /| ol =) dy

Entonces
(A7) Naw(p®by) "5 0; Niw(p°0) 570, v Niua(q) ™57 0, donde

|z|—o0

1 <j <n. Ademds, N,.(b*) "— 0.
(Ag) Denotemos por d a algunos de los b;(z), 0<j <mn; C(x);entonces

po‘(x)/ |d(y)|* dy € LP para algiin p > 1, y « satisfaciendo
|lz—y|<1
2n

n—1 n . — _<£n
— < p < o0; a>2s+1 T

2s—114n

(Ayg) pﬂ(az)/ lq(y)|dy € L' para algunos (3, [ satisfaciendo 1 <1 < oo,

lz—y|<1

B>1—2n/(1+n)p).

Teorema 3.3 Sean Ay, As , Ay y Ag-Ag. Entonces los operadores de onda
wy existen y son isometrias de Hy sobre His. Se tiene la relacion de entre-
lazamiento, y el principio de invarianza se cumple para todas las funciones

© que satisfacen
/ /einsit@(s)ds
0 r
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/e‘iw(s)ds —0, t—o0
r
para algin conjunto compacto I' contenido en (—oo, —m)U(m, 0o). El espectro

singular de H tiene medida cero.

La demostraciéon se desarrolla en la pagina 52.

Se ha denotado aqui por ‘Hj el subespacio absolutamente continuo de H.
La definicién de la parte absolutamente continua y singular de un operador
autoadjunto se pueden consultar en [51].

Ahora sean bj(z) € L, para 1 <1i <mn, n > 2. Se define (Rotb);; = J|;b;

loc,
donde [ | indica la alternancia de los indices j, i. Denotemos

Maa(q) = sup/ lq(z — y)||y|* " dy,
ly|<1

T

M, 1 es el conjunto de funciones ¢ tal que M, 1(q) < oco. Se dice que ¢ es
localmente M, ; si pq € M, para cada ¢ € C(R").

(AT): Sean b;, 1 < j < n localmente en M, y supéngase que (Rotb);;
es una funcion tensorial Hoélder localmente continua tal que

Cli(z) = / |D;b; — Dibj|r' " dy < 0o, 1<i,j<n,

para cada z, donde r = |z — y|.

Lema 3.4 [37] Si (AT) se cumple entonces

donde

C' es una curva desde un punto fijo a x (la integral es independiente de la
curva).
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Una transformacion gauge es una transformacion unitaria de la ecuacién de
Klein-Gordon con potencial magnético b;(x), 1 < j < n, a la ecuacién de
Klein-Gordon con potencial magnético b]T(x), 1 <5 < n. El punto es que los
b7 (x) tienen un mejor comportamiento en el infinito que el original b;(x). Por
ejemplo, b;(x) puede ser divergente en el infinito mientras que b} (x) tiende
a cero en el infinito més réapido que K/|x|.

Presentamos las siguientes condiciones:
(A7) )
S— . .
05 €Ny y Nz,s(Cf}) — 0, 1<4,5<n.

s—0

(AT) =Ay: |g|z € Ny ysin > 2 N275(|q|%) — 0. Se define la norma de
la energfa para b7(2): f,g € C2*(R™), (f,g)r = S0y {(Ds — bF) fur (D;
b7 )g1) + ((m* + q) f1, 91) + (f2. 92). De Ag (.,.)r es una norma y denotamos
por Hr la completaciéon de C2°?(R™) con esta norma. AT y A7 implican que
la norma (.,.)7 es equivalente a la norma de W; @ L*(R"™).

La ecuacién de Klein-Gordon con b;r(x) es

.0 0 1
laf - hTf7 hT = ( ‘CT Q ) (38>

donde L1 = Z(Dj — b1 ) +m* + q(x).
j=1
, T ~, 0 :
Obsérvese que C* (x) = Z(a—)b] (x) = 0. Por lo que no se necesita alguna
x .

j=1 =
suposicion como As.

(AD) g(z) e Nyysi n>4 Ny (q)="0, B2=Y

s—0

n Z 4 N475(B2) — O
(AT) = A5 : by € Ny y Nay(bo) = 0.

(Cij)2 € N4 y si

]

Teorema 3.5 [23] Sean (Ag), (AT) y (AT) — (A}) entonces hr tiene una
extension autoadjunto, Hr en Hr con dominio D(Hr) = Wy @ W1.
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Se define el espacio de Hilbert Hg
He={f € Ly(R"): f=U""f", f' € Hr},
con el producto escalar (f, g} = (fT,g")r, donde U~L fT(z) = =@ {7 (7).

Hg es la completacién de U~'CS?(R") con la norma de la energfa (3.5).
De
(Dj + b )U f(x) = (D + 7)) f(a) = U(D; + b)) f(x),

U es un operador unitario de Hp sobre Hyp. Por otra parte H = U 'HpU es
una extension autoadjunta de h.

La transformacién unitaria U lleva la ecuacién (3.3) en Hpg con potencial
bj(r), 1 < j < n hacia la ecuacién de Klein-Gordon, (3.8), en Hr con
potencial magnético bf(m), 1<j<n.

El operador identificacién de H, sobre Hp es dado por J = U~'.J; donde Jp
es el operador identificacion de Hy sobre Hr. Los operadores de onda estan
dados por:

wy = s—lmy_ 4o et Je tHo = ¢ _1{m, U leltHr Jreit Ho,

Entonces la existencia de wl = s — h'rin et A1 Jre~*Ho implica la existencia
t—xtoo

‘ _77-1,,T
de wy, y ademds wy = U™ wy.

Sean A, A, AT y A}: Suponiendo Ag, A7, As y Ag con b;, 1 < j < n
reemplazados por Cj;, 1 < ¢,7 < n. Notar que ijl(Djb]T) = 0, es decir, se
han excluido las suposiciones sobre C' en Ag — Ag. En A7 se ha reemplazado
b? por Br?2.

Teorema 3.6 [23] Sean Ay, AT, AT, AT y AY-AY. Entonces todas las con-
clusiones del Teorema 3.3 se cumplen.

Demostracién:

Por el Teorema 3.3 los operadores wX existen, entonces wy = U 'wl. Adem4s
los operadores wi son isometrias de H, sobre Hj*. Entonces wy son isometrias
de Hy a ‘H?*. Por el mismo argumento se tiene la relacion de entrelazamiento
y el principio de invarianza. ([l
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De wy = U 'wl la matriz S cumple S = wiw_ = wl*w? = ST, es de-
cir, la matriz de dispersion S es una transformacion que preserva norma.

Lema 3.7 [23] Supdngase Ag. Entonces
<.f7f>E25[<f17f1>+<f27f2>]a feOsOJ(Rn)

Demostracién:

Se sigue de Ag y [21, Lema 1.2, pag.168] que
(a f1. 1) < Z I(D; = b)) All* + (m* =&)L Al% fr € CER™).

Entonces

(f, e > e(fi, fi) + ([, fo) = e({f1, fr) + (f2, f2)),

notar que se ha tomado € < 1. U

Lema 3.8 [21] Supdngase q € Nag para algin s > 0, y sin > 2s Nos 5(q) =0.

Entonces para cadae > 0 existe una constante K. tal que

lafll < ellflls + K f1, f e G2 (R,
donde || f]ls = II(1 + [nI*)2F f].

Lema 3.9 [21] Sea g € Ny, s > 0 tal que N .(q) =70, entonces q(z) es
un operador compacto de W, a L*(R™, d"x).

Lema 3.10 [23] Sean Ao, A1y Ag, entonces existen constantes Cy, Co > 0
tales que

Co( Il + [1£20%) < (f Fhe < CulILAIR + I1£207)-

Demostracidn:

(f. f) E—ZH = 0) AP+ ((mP + Q) fr, f1) + (fa, fo)
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< Gl ANR +11£07),

se ha usado el Lema 3.8. Por otra parte

(e =D D AP =2 DAl Al =l Al = Kl Al + [ f2017
j=1 j=1

n
> Y WD AP = IAIR = KA+ 1P
j=1
por el mismo argumento se tiene entonces

A=VUAIR+ILI%) < F et K (fi, f1y < Cf fle, C>0. O

Lema 3.11 [23] Si Ay, Az y Ay se cumplen, entonces L es autoadjunto en
L3(R™) con dominio Wy y es esencialmente autoadjunto en C°(R™).

Demostracion:

Tomando £ = (—A+m?+V +b*+q)f, f € CX(R"), donde V =23 "b;D; +

J=1
n

Z(Djbj)’ b? = Zb? Por el Lema 3.8 se tiene que para algin € > 0

j=1 j=1
1D (Do) fIl < ell fll2 + K| £,
j=1
la(@) fIl < e2ll fll2 + K f],
1D 0D fIl < eall flla + KeIf Il
j=1

1D f1] < ell fll2 + Kb f1]-

Entonces para todo € > 0 existe K. tal que ||[(V +b*+q) f|| < ellflla+ K| f]l-
Esto implica que V +b? +q es —A+m? acotado con relativa cero, y la condi-
cién del lema se sigue del Teorema de Kato-Rellich. U

A continuacién se expone la demostracion del Teorema 3.2 [23].

Sea L el operador asociado con la forma cerrada
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n

K fr,01) =Y (D +b;) fr, (Ds +by)gn) + (m* + 0) fr, 1),

j=1
D(l) = Wi. Ap implica que (Lema 3.7): I{f1, f1) > (f1, f1) V f1 € D(l). En-
tonces L >¢e >0y D([,%) = Wi. Ademés I(f1,91) = (/J%fl,ﬁégl) YV fi, 1 €
Wji. De esto se sigue que

(f.9)p = (L)1, L301) + (ferg) ¥ f.g € Hp.
Definimos el operador:
£z 1
=L
Uf—\/i(ﬁg _1>f V feHEg.
U es un operador unitario de Hg sobre L3(R") = L*(R") & L*(R").
Tomemos el operador pseudodiferencial H en L3(R™)
A A Lz 0 - 1 -1
H=H, + @Q; Hl:(O _£§)> Q:%O(—l 1 )

H, es autoadjunto en D(ﬁl) = W1 ® Wy. De A y el lema 3.8, Q es H;-
acotado con cota relativa igual a cero. Entonces H = H; + ) es autoadjunto
sobre W; ® Wj. Pero
A 0 1 -
_ 771 _
H=U HU_(E 0)—!—@

es una extensién autoadjunto de h con dominio D(H) = U™'D(H) = W, ®
Wi. O

Nota 1: El operador H es escrito en la siguiente forma:

H=Hy,+V,

~ 0 1
HO_(—A+m2 0)

~ 0 0
V_<v+bz+q 2b0)‘

Claramente D(H,) C D(V), entonces para algin z € p(H) N p(Hy)

donde



donde 3 )
R(z) = (H —2)7", Ro(2) = (Hy — 2)".
Sea J el operador identificacién de Hy sobre Hg. Entonces se tiene
Ry(2) — J'R(2)J = Ry(2)QJ'R(2)J
= J'R(2)JQRy(2),
donde
Ro(z) = (Hy — 2)~ "

Asi Hy y H satisfacen la segunda ecuacién del resolvente.

A continuacién se presentan las condiciones que inducen a la demostracion
del Teorema 3.3.

Sea Ho(H1) espacio de Hilbert, y Hy operador autoadjunto en H, con familia
espectral {Eg(\)}, ({E1(\)}). Sean Ry(2) = (2 —Hp) 'y Ri(2) = (2 —Hy) ™%
Consideremos:

(a) Existe un operador lineal biyectivo de Hy a H;.

(b) Existe un espacio de Hilbert K y operadores lineales cerrados A, B

de Hy a K tal que A es inyectivo y D(Hy) C D(A) N D(B).

(c) D(Hy) C D(AJ YN D(BJ*),y

R(](Z) — J71R1<Z)J = [Ro(Z)B*]AJilRl(Z)J

= [J'Ry(2)JB*|ARy(2),
donde [W] significa la clausura del operador W.

(d) Existe un zy en p(Hp) tal que BRy(z0)[Ro(z)A*] es un operador
compacto en K para todo z no real.

(e) Q(z) = [BRo(2)A*] es acotado en K para algin z en p(Hy), y
d(z) = 14 Q(z) con inverso acotado en K para algun z no real.

(f) Existen un conjunto abierto A de nimeros reales y funciones Q4 ()
continuas de A a B(K) tal que Q(\ £ ia) converge en norma a Q+(\),
a—0,V AeA.

(g) Existe una funcion M () de A a B(K) localmente cuadrado integrable
tal que i[ARy(A +1ia) — R(\ — ia) A*]p converge débilmente a 2w M (\)u
en K, a — 0, para cada u en K y para casi todo A\ en A.

51



(h) Existe un conjunto cerrado e de medida cero tal que [J*J — J]E(T)
es un operador compacto para cada intervalo I' € (A\e)(I" € A\e significa
que la clausura de I' es compacto y contenido en A\e).

Teorema 3.12 [38] (Schechter) Bajo las hipdtesis (a)-(h) los limites fuertes
we = s — lmy_ 4o 1 Je o Fac(A) f

existen. Los operadores wy son isometrias de E§°(A)Ho sobre E3°(A)H;. La
relacion de entrelazamiento se tiene, es decir:

Y(H )we = wip(Hy) en  EF(A)Ho

Y
wef =5—limy_ 4 eit¢(H1)Je—it¢(Ho)E8c(A)f

se tiene para toda funcion ¢ que satisface

/OO / e*iTIS*iﬂP(S)dS
0 r

/e_it‘p(s)ds —0, t—o00
r

2
dn—0, t—o0

para algin conjunto compacto I' contenido en A.

Demostracién del Teorema 3.3 [23].

Sea K = L3(R") @ L3(R") & L3(R™) @& L3(R™). Definiendo

A:Hy— K{Af} ={A1f, Aof, Asf, Asf}

BIHOHK{Bf}:{B1f7B2f7B3f7B4f}
donde

V0 . 0 b i 0
A1=<p0 O>, Ay = p A, A3:(0 O), y A4=(Slg%|‘”2 O),

(0 p@ (0 0 (0 b (0 |q°
Bl_(o 0)’BZ_<0 2p5b0>’B3_(0 0>’yB4_<0 0 /)
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De (Ay), D(Hy) € D(A) N D(B). Asi se cumple (b). Por otra parte

S 0 0\
BAf—<v+w+q2%)’

entonces de la Nota 1. (¢) se cumple. BRy(z) es acotado. Ademads

R = (_p e )

donde r(2?) = (—A+m?—2?)"1. Ry(z) es acotado de W, @, sobre Wo&W)
v Ai, 1 <i <4 es compacto de Wy ® W, sobre L3(R") por Ag y el Lema 3.9,
entonces ARy(z) es compacto de H sobre K, y (d) es satisfecho. Claramente
BRyA* = @&} B;Ry(2)A;. (e) sera comprobado si se encuentra un z € p(Hy)
tal que || B;Ro(2)AZ|| < 1 como operador de L3(R") — L3(R"), para 1 <i <

4. De _ 2
BiRyA] = ( ’ T(Z(])(p ") 8 ) ’
B2R0A2 — ( 2p5b0r<z2)p—8 22p5b07a(z2)p—5 ) )
2
&m@=(w%w8)7
y
BiRoA; — [ alFr(z*)sigglalz 0
0 0
Se tiene

1BiRo Al < [llp"Vr(2*)] [l = V()]

Siendo p*V compacto de W, a L*(R™). Entonces para todo € > 0 existe un
K. tal que

lp*Vr(z2) £l < ellr(22)fll2 + Kellr(z2)f]]-

Tomando z = ia, a > 0, se tiene

lp*Vr(2) fIl < (e + (K/a®))IIf]-
Entonces V e > 0 existe un oy tal que ||BiRyAj|| < € si a > ap. Ademads
1B2RoAs|| < 22||zp%bor(22)p™* | < 22[|p*bo(r)2 .
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De Ag v del Lema 3.8 V & > 0 existe un ayg tal que |[p*bo(r)2]| < 2%, para
2
a > «, y entonces || BaRyAj|| < e. Por un argumento similar

||B3R0A§|| S £, ||B4R0AZ” S g,

por lo que (e) se cumple.

Tomando A = (—o0, —m) U (m, 00). Ya que Hj es absolutamente continuo,
E3°(A) = 1. De [38, Lemas 3.3 y 3.4] (f) y (g) seran satisfechos si se prueba
que

d * * —
T (Bo(V) A", A"w)o = (M(A)v, ).
y
d * * —
o) Bv, Aw)o = (N (v, w) k.

donde M (A), N(A) son funciones Hélder localmente continuas de A a B(K).
Denotando por C* a A* o B*. Entonces

d d
5<E0()\)C*U,A*w>o = a(

donde Uy es el operador unitario de Hy sobre L3(R™) que se usé en la de-
mostracion del Teorema 3.1. Considérese A > m, similarmente se hace para
A < —m. Entonces

UpEo(N)C™ v, A™w)

d d -~
5<E0(/\)C*U, A*’LU>0 = 5<E0(/\)MU()C*U, U()A*’LU>
donde M = ( (1) _01 ) v Eo()) es la familia espectral del operador F~1(n?+
m?)z F. Entonces
BN, Al = 3 BN (UoC g0 (DoA™ )
)\ o v, wo—jknmdA 0 0 1;V5, Vo kW
donde
v=Qr_v", w= o _wm, ", w™ € Li(R™).

De Ag y Ag [49]-[50].

d =~ *n n *m m n m
a(Eo(A)(UOC 1507 (UoA™ ) ipwy") = (M o m (M) V], wi'),
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donde M (A);knm es una funciéon Hélder localmente continua de (m,00) a
B(K), esto proporciona la demostracién de (f) y (g). (h) se deduce del hecho
de que J*J—1 = (V+b*+q)r(0), Vr(0), v*r(0), ¢r(0) son compactos por el
Lema 3.9. 0J
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Capitulo 4

Ecuacién de Klein-Gordon (Trabajo de
Tesis)

En este capitulo presentamos el trabajo de tesis en el cual se analiza
la ecuacion de Klein-Gordon para un caso no considerado antes por otros
autores. Estos resultados fueron publicados en [30].

Recordemos que la ecuacion de Klein-Gordon es la ecuacion diferencial
parcial dada por [23], [26], [45]:

(i% - bO) Uz, t) = [Z(Dj —b)* +m? + () | Y(z,1), (4.1)

Jj=1

.0 .
donde z € R", t € R, y D; = —18—, 7 =12,...,n, la cual describe una
L
particula relativista con espin cero y masa m en la presencia de un potencial

eléctrico by, potencial magnético b; y potencial escalar gs(x).
Tomando by =0y b; =0 en la ecuacién (4.1), se tiene:

2

o

La ecuacién (4.2) es la que se analiza en el presente trabajo. Nosotros

V(@ t) = [-A+m* + qu(2)]Y(x, 1) (4.2)

damos los argumentos sélo para el caso m = 0, cuando m # 0 el andlisis se
sigue de un proceso similar.

El potencial ¢s(z) en (4.2) se considera como ¢s(z1, xo, ..., T,) = —Fx;+
q(z1,22,...,2,) donde E > 0 es la magnitud del campo eléctrico constante
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en la direccién de —x; y ¢ es una funcién a valores reales [41], [42]. Para no
hacer muy tediosa la notacion consideramos F = 1.

En el caso en que gs(x1, 2o, ..., x,) = —x1 + q(x1, 29, . .., T,) obtenemos
en general un potencial no decreciente. Este tipo de potenciales no ha sido
estudiado antes. El objetivo en el andlisis de (4.2) es usar la teoria asociada a
ésta en futuros trabajos al considerar cada uno de los términos que aparecen
en (4.1).

Cuando ¢ = 0 la dinamica del sistema y las propiedades espectrales del
Hamiltoniano H, asociadas a este sistema fisico se deducen de forma directa
de las ecuaciones (4.16)-(4.20), paginas 66-69, mediante calculos similares.

Cuando ¢ # 0, el potencial ¢, induce una perturbacién en el sistema.

Bajo ciertas condiciones sobre ¢ es posible comparar las dinamicas del
sistema no perturbado (¢ = 0) con el sistema perturbado (g # 0).

Nuestro procedimiento consiste en considerar una ecuacién diferencial
de primer orden en el espacio de Hilbert de las funciones vectoriales las
cuales tienen energia finita. Para ello analizamos el operador £ definido en
L3(R", d"z) como L = —A — x; + ¢, con ¢ operador de multiplicacién por la
funcién real g(x). Consideramos potenciales ¢ tales que £L = —A — 1 + ¢ es
autoadjunto y 0 no es valor propio de L. En la pagina 70 damos de forma
explicita las condiciones que deben satisfacer estos potenciales. Al final de
este capitulo, pagina 76, presentamos un ejemplo especifico de uno de estos
potenciales ¢ que ha dado origen a la teoria actual desarrollada.

o7



Introducimos el espacio
K= D(1e]) o &) = { (1)1 e DI, foe @) |
2

Definimos el producto escalar [-, -], en Kg dado por 7, Glig = L]z f1,|1L]2g1)
+ {f2, g2), donde (-, -) es el producto escalar usual en L*(R", d"x), antilineal
en la evaluacion izquierda.

Proposicién 4.1

a) (Kg, [, g ) es un espacio pre-Hilbert.

b) La completacion de Kg con respecto a || .||k, es:

M =D(|L]7)® L*(R",d"x),

donde D(|L|2) es la completacion de D(|L]2) con respecto a la norma
1
I£[2 2@ ana)-

c) [+, -Jk, se extiende a H®H y (H, [+, |, ) es un espacio de Hilbert.

Demostracién:

a) [+, -]x, cumple las propiedades de un producto escalar al igual que induce
la norma || . [|x, en Kg [29], el método para demostrar b) y c¢) se puede con-
sultar en [39). O

Por el teorema de la transformacion lineal acotada |£|2 se extiende a D(|£]2).
1 1
Si @ € L>*(R"), ®(L) : D(|£]2) — D(|L]?) definido por célculo funcional se

extiende continuamente sobre D(|£|%) en la norma || |£]% || L2(®n ana)- Se usa

1 : )
la misma notacién |£]2 y (L) para las respectivas extensiones. Sean

H ="Hp ® Hn,

Hp = PH(L)D(|L]?) ® RanP*(C) C D(|L|F) © LA(R", d"x),

Hy = P(L)D(|L]?) & RanP(L) C D(|L|3) & LA(R™, d"z).
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P(L) denota la proyeccién sobre (—oo, 0) asociado al operador £y P+(L£) la
proyeccion sobre (0,00). Dado ¥ € H denotamos por ¢p € Hp v )y € Hy
los vectores que satisfacen v = ¢p + Yy.

Considerando la ecuacién (4.2), sean fi(x) = ¥(x,t), fo = i%w(x,t) y

f= <f1>, ésta es equivalente a

fa
.0 = > -
laf = Hpf, f € D(Hp), (4.3)
Y 0
af: Hyf, f e D(Hy), (4.4)
donde

I es el operador identidad en L?(R", d"z) y
D(Hp) =Hp N ([D(L])] ® D(I£]2)),
D(Hy) = Hy N ([D(IL])] @ D(£]?)),
(2N = {fi+ £ € DULI), £ fi € D(IEIH) }

L en [D(|L])] sigue la regla

Lfy = sen(L)|L]7 |L]2 f = |£|7sgn(L) |£]2 fi.

Proposicién 4.2 El conjunto N := {]L]%f cfe [D(\ED]} es denso en
1 1
D(|L]2) en la norma ||SOHD(|£|%) = @l Le@n.anay + | L2 || L2®n dna)-

Demostracién:

Sea ¢ € D(|L]), del célculo funcional se sigue / A dy, (A) < c0. De lo cual

se tiene /|/\|du<p()‘> < o0, ¢ € D(|L]2), es decir, D(|L]) € D(|£]2). Por
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otra parte también se cumple D(|L|) C [D(]L£])].
Dado ¢ € D(|£]2) ¥ ¢ = |£]72 Pyyo 1y, n € D(I£]) C [D(|£])]. Tomando

Ju=1L12n, fu € N La condicién || f, ¢l ,
de las siguientes dos igualdades:

1. — 0, n — oo se deduce
1£]2)

| fr — 90||%2 = ||P(|>\\>%)90 - 90||%2 = / dgp(A) — 0, n — oo,

[A<d
n

y

1 1 1
NL1Z (fa=@)llZz = L2 Pyas 1y o= ILIE @l L = /)\<1 [Aldpg(A) =0, n — oo.

Asf N es denso en D(|£]2). O

Proposicién 4.3 Hp es autoadjunto en Hp N D(Hp).

Demostracién:
Sean f,j € D(Hp)

ek~ [(20) (0)-(4)]
()Gl

= (IL12 fo. 1£1290) + (L1 92) = [ Hpgli,.
Notar que |L|fi = Lf1, fi € PE(L)[D(|L])], asi Hp es simétrico.

Ahora supongamos para algunos h, g€ Hp

[Hpf,dlxs = [, Mg, ¥ [ € D(Hp). (4.5)

Sea f: (jo,

) € D(Hp), (4.5) implica la siguiente igualdad
2

(LI for L2 g0) = (farha), Y fo € PHL)D(L]?) C L*(R", d"x), (4.6)
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como |L|2g1 € RanP(|L|) y hy € RanP(|£]), (4.5) se cumple para fy €

D(|£]2). Siendo |£]2 autoadjunto en L2(R", d"z), |L|zg, € D(|L]2) y Lg, =
1 1 .

|[L]zsgn(L)|L|2 g1 = [L]g1 = ha se sigue que g1 € PH(L)[D(|L])].

Sea f = (€1> € D(Hp), de (4.5) se tiene la igualdad

(Lfi,g2) = (L2 fr,|L12he), Y fi € RanPH(L)DL(IL])], (4.7)

lo cual indica que f; € [D(]£])]. De la proposicién 4.2, dado u € D(|£|2) C
LA(R™, d"z) existe {tn}n = {|L]2 fu}tn, fu € [D(|L])] tal que

1 1
||unHL2(R",d”x) — 0 y |H£’§un — |£|§UHL2(R”,d"z) — O, n — oQ. POI' 10 tan-
to se obtiene

(1L]7u, go) = 1 (|L£]Zuy, go) = 1 (uy,, |L]Zh1) = (u,|L]7h1) Yu € D(L]7),

es decir gy € D(|L|2) y |L|2g2 = |£|2hy en L2(R™, d"z) si y s6lo si gy = hy €
D(|L|2), asi g € D(Hp) y Hpg = h. O

Proposicién 4.4 Hy es autoadjunto en Hy N D(Hy).

Demostracién:
Sean f,§ € D(Hy)

mrak = [( e ) () (6],
-[(GE5)-G.

= (f2, —=L(ig1)) + (f1, L(ig2)) = [ﬁ Hyglkg,

esto establece que Hy es simétrico.

Ahora supongamos para algunos h, g€ Hy
[Hy f, dlxe = [fshlxg, ¥ f € D(Hy). (4.8)
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> 0
Sea f = (f ) € D(Hy), de (4.8) se tiene la igualdad
2

(L2 (=if), |12 g1) = (fa, ha), ¥ fo € P(L)D(IL|?) C L*(R",d"x), (4.9)

como |L|2g, € RanP(|L]) y ho € RanP(|L|), (4.8) se cumple para f, €
D(|£]2). Siendo |£]2 autoadjunto en L2(R", d"z), |L|zg: € D(|L]2) y Lg, =
|L]2sgn(L)[L]2g1 = —|L[g1 = hy se sigue g1 € P(L)[D(|L])].

h

Seaf:(o

) € D(Hy), de (4.8) se infiere

(—iLf1,92) = <|£|%f1, |£|%h1>, V fi € RanP(L)D[(|£])], (4.10)

lo cual indica que f; € [D(]£])]. De la proposicién 4.2, dado u € D(|£]2) C
L2(R", d"z) existe {u,}n = {|L]2 fatn, fu € [D(IL])] tal que

1 1
|t L2@nanzy — 0y [[|£]2Un — [L]2ul| L2@®n anay — 0, 7 — 00.

Por lo tanto se obtiene

(1£]71, g2) = lm (|£]7un, g2) = Um (up, [£]200) = (u, [£]2hn) Yu € D(L]?),

es decir gy € D(|L|2) y |L|2g2 = |£|2hy en L2(R™, d"z) si y s6lo si gy = hy €
D(|£|2), de esto se infiere que § € D(Hy) y Hyg = h. O

Proposicién 4.5 El operador H en D(H) := [D(|£])] & D(|£]2), dado por

Hy = Hpp + Hyy, Y = Yp + Uy, (4.11)
es autoadjunto. H es el Hamiltoniano perturbado asociado a (4.2).

Demostracién:

Se sigue de las proposiciones 4.3 y 4.4. O
Cuando ¢ = 0 denotamos a L por Ly = —/A — x7.
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Ho = D(|Lo|2) & L*(R", d"x),
[DULo)] = {f1+ 1 € DULIE), 1ol fi € D(ILo]2)
Hp, = PL(Lo)D(|Lo]2) & RanP(Ly) C D(|Lo|2) @ LA(R™, d"x),

Hy, = P(L0)D(|Lo|2) ® RanP(Ly) C D(|Lo|2) ® L2(R", d"z),

donde
0 I 0 —il
HPO_(ﬁoo)’ HNO_(—ico 0)'

I es el operador identidad en L*(R™, d"z) y
D(Hp,) = Hp, N ([D(|Lo]) ] @ D(|Lo]2)),

D(Hy,) = Hno N ([D(|Lo])] @ D(|Lo|2)).

Proposicién 4.6 El operador Hy en D(Hy) := [D(|Lo|)] & D(|Lo|2), dado
por
Hyyp = Hp0¢p0 + HN[)@/)NO, ¢p0 € HPO, @/)NO S HNO, (4.12)

es autoadjunto. Hy es el Hamiltoniano no perturbado asociado a (4.2).

Una forma de desarrollar la teoria de la dispersién para H y Hy es encontrar
una representacion unitaria de éstos mediante cierto operador unitario.
Se analizara el Hamiltoniano H, y de forma similar mediante los cambios

respectivos en los resultados relacionados a H se deducen los analogos para
Hy.

Introducimos la siguiente notacion:
Wp = RanP* (L) @ RanP+ (L) Cc L*(R",d"x) & L*(R",d"z),

Wy = RanP(£) @ RanP(L) C L*(R",d"r) ® L*(R",d"x),
V=V.eV_:H—Wpd Wy, (413)
V. :Hp — Wp C LA(R", d"z) ® L*(R", d"z),
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Vo : Hy — Wy C LA(R", d"z) & L2(R", d"),

=Gl S )

v (57 (e ae).

De forma similar se define Vjy =V, + & Vi, —

donde
Ve = ( |£0|2 sgn(Lo) )
T V2 \|Lo|r —sen(Lo)

v _1< 1 _i) ( ‘£0|% sgn(Lo) )
fom o —i 1 1Lolz  —sgn(Ly) )

Proposicién 4.7 Los operadores V., : Hp — Wp yV_ : Hy — Whx son

unitarios.
Demﬂostracién:
Sea f € Hp
Ve B = | 35 (15 EE) ) (ﬁ) 2 o
)
:HT(W fi +sen(L H\[ |£|%f1—sgn(£)f2)
= 2 (201E1 A, 1L R + 2 {san(0) o, sen(£)f2))

—

= (fu|LIf) + (o, fo) = [f Flico = IFII%, -

Obsérvese que

A5f1 . n
{(A5f2) .fl,fz ELQ(R ,d l’),5>0},
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es denso en Wp, donde As = P00\ (L) v

1 (LR A(f + f) )
Y= <sgn(£>Aa(f1 T+ ) €

—

- A
Ademés V, Uy = ( A6?> . Por lo tanto RanV/, es denso en Whp, es decir, V. es
52
una isometria con rango denso, por lo que es unitario. Un argumento similar
se sigue para V_. O

De la ecuacion (4.13), se obtiene:
V*l — VJ:l @ V:l 7
donde

=35 (o) o))

=3 (e ey ) (1)

o 1 -1 -1
De forma similar V= Vﬁm L@ Vﬁm_,

donde
vl oo L ( [Lol=2  |Lo| 2 )
Lot /2 \ sgn(Ly) —sgn(Ly) /)’
R N AV BV 11
Lo= 2 \ sgn(Ly) —sgn(Loy) i1 )
Definicién 4.8 Se define el operador G, en L*(R", d"z) & L*(R™, d"z) dado

por
L]z 0
= L. 4.14
be (o —|c|3 (4.14)

D(G,) = D(|£|%) e D(|£|%) De forma similar se define G, .
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Proposicion 4.9 El operador Hp es unitariamente equivalente a G, en Hp,
es decir,

Hp =V 'PHL)GV, (4.15)
Demostracion:
VIIPH(L)GVy
:L< £~z |Lf e )(wl%PL(m 0 )
V2 \Usgn(£) —sgn(L) 0 —|L]zPX(L)

s i)

%(sgnwlm sen(C W)(EIZ ) e
>

)
(2PL<£>s0gn< o ) ; é)' -

Corolario 4.10 El operador Hp, es unitariamente equivalente a Gr, en Hp,,
es decir,

_ Loz 0
Hpo = VEOLPL(EO)QLOV&)M donde ggo = < | 8| _|£0|% ) . (4.16)

Demostracién:

VL?O,IJr i (L0)Gc, V£0,+

ey e ) (0 e )

(e )
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:1( ro -1 1)<|£0|§ sgn(Lo) >PL(£O)
2 \ sgn(Lo)|Lolz sgn(Lo)|Lol? |Lo|2 —sgn(Ly)

1

“3 (opsiegamieores W) =(80) O

Ly 0

Proposiciéon 4.11 La dinamica del sistema generada por el Hamiltoniano
Hp, (4.3) pdgina 59, es:

—itH COS(ﬂE’%) —i[ﬁ]*%sen(t\ﬁ\%) ) i
P = 1 1 1 P ,C . 417
¢ ( || Bsen(t]L]3) cos(t|£]?) (£) (4.17)

Un proceso similar se sigue para e *Hro.

Demostracion:
De (4.15) se tiene

1
i _ i - e~ e 0
o-itHp _ V: 1PJ_(£)€ tgcv+ =V 1PJ-(£) ( 0 eit|£|% Vi

L jefretet et N\ Ci)E sen(o) L
= — . 1 . 1 1 L P (ﬁ)
2 \ sgn(L)e ME?  —sgn(L)ettel L]z —sgn(L)P~(L)

1 e—it\ﬁ\% + eitlﬁl% Sgn<|£|)|£‘—%[e—it|£|% _ eit|c|%] plir
2 sgn(|£|)|£|%[e*itlﬁl% — 6itllil%] efit|£|% i eit|c|% (£)
cos(t|L£]2) —i|L| zsen(t|L]2) ) N
- 1 1 1 P~(L). O
(—i|£|2sen(t|ﬁ|z) cos(t|L]2) (£)

Proposicién 4.12 El operador Hy, (4.4) pdgina 59, es unitariamente equiva-
lente a G, en Hy es decir:

Hy =V 'P(L)G,V_. (4.18)
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. , B
Un resultado similar se tiene para Hy, usando Gry, Vi, Yy Vﬁo,;

Demostracion:
)GV

'P(L
_LOa+iler (e gt o
2 < (1 —i)sgn(£) (i—1)sgn(L) ) < 0 —|c3 >P(£)

%< (1_?'“% (1+41)sgn(L) )

(=Dl —(1 +i)sgn(0)
=3 (-t - oot ) (o i:ﬁ; e ) e
-1 ( 21 — 1)22gn(£>|c| A i)gsgn(ﬁ) ) PL)
LR i ) LC R (| -

Proposicién 4.13 La dindmica del sistema generada por Hy, (4.4) pdgina
59, es:

—itH cos(t|L]2)  —|L| zsen(t|L]2)
T = L ! : P(L). 4.19
e ( |L|Zsen(t|L|2) cos(t|L|2) (£) ( )

Un proceso similar se sique para e "o,

Demostracion:

1
: it| ]2
e —vzee (00w

0 e—1t|£|2
_ 1 (1—|—i)|£|_% (1+i)w’—% e—it|£|% 0
2 ( (1 —1i)sgn(L) (i—1)sgn(L) ) ( 0 eith% ) P(L)
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((1—i)|c|§ (1+1i)sgn(L) )
(I=1)[L]2 —(1+1i)sgn(L)

B A e SR [ L PN
4 (1= D)sgn(L)eol2 (i — 1)sgn(L)etlel?

( (L =19)|L[> (1 +1i)sgn(L) )
(1—1)L]2 —(1+1i)sgn(L)
_1 2leiel? 4 eniclt) 2isgn(L)|£] He el P
4\ o Sgn(ﬁ)wﬁ[eqtm\% _ eit\u%] 2[67it|£|% n eit|c|%]
—1t|£|2 n eltm\z ' _le—it|ﬁ|% B eit|ﬁ|%
. isen(0)] |4
= P(L)
oitLE _ itlc|2 o—itle|? n Gitle|?
—isgn(L |£|2 5 5
cos(t|L]z)  —|L| zsen(t|L]?) )
1 P(L). O
( |£|2sen t|£| cos(t|L]?) (£)

Corolario 4.14 La evolucion del sistema dado por el Hamiltoniano H, (4.11)
pdgina 62, es:

—itH cos(t|£]7) —i|£|~2sen(t|£]7) L
- 1 1 1 P E 42
c ( il |Esen(t|L]3) cos(t|L]?) (£) (4.20)

( cos(t|£]2)  —|L| zsen(t|L]?)

_ pl
|£]%sen(t\£|%) COS(t|£\%) ><I P=(L)).

Demostracién:

Obsérvese que dado 2/7 € H,
e—itHJ _ 6—ithPL(£)QE+ e—itHN(I . PL(,C))@E,
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U = PHLY + (I — PHL)Y, PL(L), (I — PL(L)) proyecciones en Hp y
en Hy. (4.17) y (4.19) implican (4.20). O

4.1. Operadores de onda

Se ha visto que los Hamiltonianos Hp y Hp, son unitariamente equivalentes
a los operadores matriciales G; y Gr,. De lo cual se deduce que estudiar las
propiedades espectrales de los Hamiltonianos mencionados es equivalente a
estudiar las propiedades espectrales de G, y G.,. Estudiar los operadores de
onda Q. (Hp, Hp,; Vi 'Vi, , ) (ver Teorema 4.18), es analizar Q4 (G, Gr,), lo
cual a la vez se reduce a estudiar Q4 (L, Ly). En esta seccion se establece la
existencia y la completitud asintética de Q4 (L, Lo) [33].

Los resultados que obtendremos seran validos para potenciales g que satis-
fagan las siguientes hipdtesis.

Hipoétesis 4.1.0

(D) h(R?) := ||g(Lo + 1) X (21 > R?)|| € LY(RT,dx).

X (A) es la funcién caracteristica del conjunto A C R™.

(1) K(R) = lg(Lo + 1) X (Joa] > R)| "= 0500 = (0,22, . ).
(III) g es simétrico y Ly-acotado con cota relativa menor que 1.

En esta seccién como en el capitulo 1 denotamos por H,,(Hp) el subespacio
lineal cerrado mas pequeno de H que contiene a todos los vectores pro-
pios de Hp, el complemento ortogonal de éste es denotado por H,,(Hp)t =

H\pr (HP) [29] :

Recordemos que los operadores de onda se presentaron en la Definicién 2.55.

Definicién 4.15 Los operadores de onda Q4(T5,T1;J) son asintéticamente
completos si
RanQi(Tg, T17 J) = pr(TQ)L.

Proposicién 4.16 Considérese el espacio de Hilbert Hy = Ho = L*(R"™, d"x).
Los operadores de onda Q4 (L, Ly) existen y son asintdticamente completos,
es decir,

RanQ4 (L, Lo) = Hpp(L)* (4.21)
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Demostracién:
Existencia de los operadores Q4 (L, Lo):

Dado que |le ||z = 1y ||[e70]| ) = 1. Serd suficiente demostrar que
Q4 (L, Ly) existen en un subespacio denso de H. Estimaremos la derivada

L(L + i) le"“e "0y para ¢ en un subespacio denso. Consideremos, para

r—a 2
a € R", las funciones ¢, () := e , (z—a)? = (r1—a1)*+- -+ (zp—ay,)?
2

La transformada de Fourier de ¢, es qg; = ¢ P95 | El subespacio generado
por las funciones ¢, es denso en L*(R",d"x) [35]. Por otra parte de [27] se
obtiene que:
) —(a:—a—tze1)2/2oz
(70, (@) = =

Donde +/z es la rama tal que \/z > 0 para z > 0. a = 1+ 2it y e; es el vector
canénico (1,0,...,0). Para t? > —ay,

n
o2

1 .
I(£+1)"gX (0 < a1 < 5(752 +ar))e 00, ln

— lla + D) e /

6_(5EL—‘1L)2/(1+41€2)

d{L‘L

(acl_al_tiz |2

%(t2+a1) | 6_ 3G
X dx
/0 V1t ae !
(tz + al) _ (t%+ay)?

—2 e 4(1+4t2)
2V 1+ 4t

<7z [|[g(L+1) " e

Para t* > —ay, usando 4.1.0 (I) con R*(t) = %(tz + a1) se obtiene:
1€ +9)7"aX (21 > R (8)e” "],
< |Jg(Lo+1) 7' X (1 > R*(t))(Lo +1)e o,

< h(R2(6)) [|(Lo + 1) Pally
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(249 aX o1 < 0)c E0ule < 7T all 4 ) e [, ¢ "y

V14412

_ (t%+ay)?

< DT ||[g(L + 1) |l e 0T

con D constante. La tltima desigualdad se deduce de la regla de L’Hospital.
El dominio de £ coincide con el dominio de Ly. Por ser £y un operador
cerrado, del teorema de la grafica cerrada se desprende que (Lo +1)(L£ +1)™*
es un operador acotado. Por (IIT), ¢(£ +1)~' = q(Lo +1) (Lo +1)(L +1)*
es acotado.

Utilizando las tres estimaciones anteriores, se concluye que la norma de

d . .
%(ﬁ + i)—leltﬁe—ltﬁo¢a

es una funcién integrable de t:

d =1 _itl —i N\ — —i
I (£ 4 1) e 00, |l < (L +1)71gX (0 < a1 < R ()e 0|

H(L+1) g X (21 > RA(t))e ™l
+ (L +1)7"gX (21 < 0)e gl € L' (R, dt).

Esto significa que existen los siguientes limites:

lim (£ +i)tefe o g,

t—=+o0

Es necesario demostrar que los limites existen sin el término (£ +1)~!. Sean
I, = (—n,n) C R' y P; (L) el proyector espectral sobre el intervalo I,
asociado a L. Obsérvese que

th/in Pln (ﬁ)eitﬁe—itﬁo(ba — PIn (L) (£+i) th/in (ﬁ_i_i)fleitce—itco(bm

y
||eit£€_it£0¢a - Pln (L)eitﬁe_itﬁo¢a”7'(
= || Pre (L)L 4 1) (L 4+ 1) (Lo +1) e (Lo + 1) Pal|n¢

< (02 + 1) (L +D)(Lo + 1) el (Lo +)all — 0, sin — oo.
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Esto ultimo implica que existen los limites
lim elweﬂwoqﬁa.
t—+oo

N

Por otra parte sea ¢, N < 0o, una combinacién lineal de elementos
%5 )

j=1

;= ¢a;, a; € R", entonces

N N
lim e'*Feitko g ci; = 5 c: lim e e 150y, existen.
t—=o0 — ]1/}] — R Q/}J

j= j=

De esta forma se obtiene que los limites existen en un subespacio denso, y

por lo tanto existen en todo el espacio.

Demostracién de (4.21).

En esta parte denotamos Q. (£, L) = Qv Q_(L, Ly) = 0.

Primero vemos que Hging (L) = {0}.

Sea Hging (L) # {0}, existe ¢ € Hang(L), ¢ # 0 con Ejq (L) = ¢ para algin
intervalo [a, b]. Del teorema de Wiener sobre la transformada de Fourier de
medidas continuas y X(|z| < R)E, (L) siendo un operador compacto se
tiene X (|| < n)e ¢ tiende a cero en media en L? [27, I1I]. En particular
se puede elegir inductivamente ¢, con t, > méax{n,t, 1} tal que || X(|z| <
n)e Ll < L. Denotemos por ¢, = e ¢, Los vectores ¢, admiten la
siguiente descomposicién [33], [34]:

®Yn = Pn,in + ®n,out + ©n,w

donde
lim [l = 0. (4.22)
nliIEO H(Q—i- - 1)90n,in|| - 07 nlilgo ||(Q— - 1)90n,0utH =0. (423>
SUp ||@ninll < 00,  sup ||@noutl < oo (4.24)
lim [sup || X (|| < én)e 0w, ]l =0 (4.25)
n—00" 1 ()

para algin ¢ > 0.

Usando(4.22 ) y (4.23) tenemos lo siguiente:

||90n - Q—Q—Son,in - Q—@n,out“ - 07 n — Q.
De esto se infiere:
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o= lime

n—~o0

itnL [Q—i— Qpn,in + Q— Qpn,out]

lo cual indica que ¢ pertenece al subespacio absolutamente continuo de L.

Esta contradiccion implica que Hgng (L) = {0}.

Ahora mostramos que RanQy = (H,,(£))*.

Supongamos que (RanQ2_)+ N (Hpp (L)) # 0.

Existe p € (RanQ2_)* N (H,p(L£))* tal que ¢ # 0. Denotando ¢, = ey

con t,, > max{n,t,_1} se cumple:

[{0n, Qi nin) | = (1) 0, €0 in)| < [|X (2] = 0n) () Il lpninl I+
Q) eI X (|| < dn)eEoipy |

de las ecuaciones (4.24) y (4.25) se tiene [(@n, Qy@nin)| — 0, si n — oco.

Un célculo similar muestra también que |(¢n, Q_¢n out)| — 0, si n — oo. De
esto se tiene que ¢,, es asintéticamente ortogonal a €24y in + Q_¢n ou de lo
cual se infiere que:

<()07 90> = <()0n7 (Pn> = nlirgo[“om Q+80n,in> + <90n7 Qfgpn,out” =0
es decir, ¢ = 0. As{ (RanQ_)* N (H,,(£))* = 0 lo cual implica RanQ_ =
(Hpp(£))*. Un proceso similar se sigue para Ran(2;) = (H,,(£))*+. Se in-
fiere de esta manera que RanQ4 (L, Lo) = (Hpp(L))*. O

Proposicion 4.17 Sean (1)-(II1). L operador autoadjunto en L*(R™, d"x) el
cual no admite a 0 como valor propio. Q4 (Gr,Gr,) son isometrias parciales
en L*(R", d"r) ® L*(R",d"x) y asintdticamente completos, es decir:

Ranﬂi(gg,ggo) = pr(g£>J'. (4.26)
Ademads:
_ (0L, 1£0]7) 0 ) L
Qi( gﬁagﬁo)— ( 0 Q;F(|,C|%7|,CO|%) P (EO)+
(R et ) e
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Demostracién:

De (I) y un analisis mediante espacio fase para el operador L [34], se cumple
el teorema 3.1 [40]. De la existencia de los operadores de Moller Q4 (L, Lo) y
usando el princio de invarianza [40] a p(z) = \/|z], se tiene que Q. (| L] 2, |Lol2)
existen y

Qu(|L]2,|Lo]2) = Qu(L, Lo) PH(L)W 1+ Qe (L, Lo)(I — PH(Lo))W- (4.27)

donde Wy ={z e R:¢/'(x) >0} y W_ ={z € R: ¢/(x) < 0}. Del hecho de
que Q4 (L, L) son asintéticamente completos, los operadores Qi(lﬁﬁ, ]EOI%)
tienen la misma propiedad. De (4.27) se infiere que 24 (G, G, ) son asintdtica-
mente completos en L*(R™, d"x) ® L*(R™, d"x). La isometria parcial se sigue
de un argumento general. 0

P..(Ly) = I, pues L tiene espectro absolutamente continuo [34]. Por otra
parte obsérvese:

19 920 = NI IV VIV e e = Ve Ve MR, (4.28)

es decir, Q. (Hp, Hp,) existen. Q. (|L]2, [Lo|2) y Q+(L|2,]Lo|2) implican la
existencia de Qu(Gr,Gry; V' Ve,).

Teorema 4.18 Supdngase la proposicion 4.17. Qu(Hp, Hp); Vi 'Ve, ) exis-
ten, son isometrias y asintoticamente completos, es decir:

Ran§Qy (Hp, Hpy; Vo'V, L) = Hyp(Hp)*.

Demostracién:

Obsérvese que
eith VJ:IVL"O,JrefithO — VglpJ_ <£>eitg£ e—itg£0 PJ_ (EO)V£0,+
usando la proposicion 4.17 en la parte derecha de la igualdad
Ran§s(Hp, Hpy; Vi 'Ve, ) = Vi (PH(L) (Hpp(G2)) ")

usando el hecho de que V, H, V' = P+(L)G,, proposicién 4.9.pdg. 66, se
deduce (Hpp(Hp))*t = VI (PH(L)(Hpp(Ge))b), es decir:

Ran€y (Hp, Hpy; ViV, ) = (Hpp(Hp))* O
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4.2. Ejemplo

Como en [41] consideramos potenciales g tales que

(1+22)3q(Lo+1)"" es un operador compacto, para algin § > 3

Especificamente, tomemos ¢(x) = Tl en el espacio de Hilbert L*(R3?, d®z),
T

el cual satisface las hipétesis 4. 1. 0. (I)-(III). En efecto,

(I).-El operador q(Lo +1)"*p, donde p = (1 + 22)z, es acotado [34].
Ahora,
WR) = [[(g(Lo+1) " pN)p™ X (w1 > R < [la(Lo+1) " p o7 X (w1 > R

Notese que:

11X (x >R2dR</ —dR</ ——dR < 0.
/0 pX(n JaR < o 1+RYz: ~Jo (1+R?)

Por lo tanto h(R) € L'(R™, dx).

(IT).-Se demuestra k(n) — 0, n — oo.

1 1
Considérese ¢ = V; ,+Va,, donde Vy ,, = —’—lX(|x| <n), Vo, = _WX(M >n)
x x

son funciones en L*(R3) y en L>(R3) [31]. La idea principal en esta parte es
probar que el operador q(Ly +1)~! es compacto.

Obsérvese que V; ,x1 es —A -acotado. Denotando por 7' = —A, tenemos lo
siguiente:

Vip(Lo+1) ™ = Vi (T+1) " +1) "+ Vo (T +1) " (Lo +1)
+2iVi (T +1) oy (T +1) 7Ly +1) 7

Usando el ejemplo 5, pdgina 22, se tiene que Vi ,,(Lo+1)"! es compacto para
cada n < oo. Por otra parte

Vau(Lo+ 1)1 = q(Lo + )™ = Via(Lo+1)7 "7 0, n— oo,
Por lo tanto q(Ly +1)~! es un operador compacto.

Ahora usando que la sucesién de operadores X (|x | > n) converge fuerte-
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mente a cero se tiene que ¢(Lo +1) 7' X (x| > n) Hlego 0, n — oo [35].

(III).-La simetria del operador ¢ se debe al hecho que ¢ denota al operador de
multiplicacion por una funcién real. Ahora probaremos que q es Ly-acotado
con cota relativa menor que 1.

Tomemos g = Vi, + V5, como en la parte anterior, (II). Es claro que siendo
Va,, acotado este resulta ser Ly-acotado con cota relativa menor que 1.

A continuacién vemos que Vi, es Ly-acotado con cota relativa menor que 1.
Sea ¢ = (Ly+1i)¢ con ¢ € S(R?), donde S(R?) es el espacio de Schwartz [35].

(Lo +bi) "t = (p? + p? + bi) Lo + 2i(p? + p? + bi) "I x
p1(pt+pt +b1) "N (Lo+bi) Lo+ (pt+pt +b1) (Lo +bi) L.

Del hecho de que V; ,, es —A -acotado con cota relativa menor que 1y V; 21
—A -acotado, la igualdad anterior implica

Via(Lo+ b)) o = Vi (—A+bi) o+ 2V, (A + i) py (—A + bi)
X (Lo +b1) Lo + Vio (—A + bi) (Lo + bi) e,
1

del ejemplo 5, pagina 22, se infiere que V(Lo + bi)~' es un operador com-
pacto. Ahora dado ¢ € Dom(Ly) = S(R?)

Vindl* = [IVin(Lo + b1) ™ (Lo + bi) ||
< Vin(Lo +01) 717 30 (11L00]1* + (| 8]]%),
asi Dom(Ly) C Dom(Vi,,), v Vi, es Lo-acotado.

Por otra parte, siendo (Lo +1)(Lo + bi) ™ acotado para cada entero b > 1,
la sucesion { (Lo +1)(Lo + bi) '} converge fuertemente a 0 cuando b — oo, y
del hecho de que Vi ,,(Lo +1)~! es un operador compacto

M [[Vin (Lo + b)) Leg = M [[Vin(Lo +1)7 (Lo +1)(Lo + bi) g = 0.

(4.29)
(4.29) indica que Vi, es Ly-acotado con cota relativa cero. De lo cual resulta
que q es Lg-acotado con cota relativa menor que 1.

Titchmarsh [43] considera el Hamiltoniano autoadjunto

1
;C:—A—l'l—m

con dominio L?(R3, d3z), demostrando que £ no tiene valores propios.
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4.3. Conclusion

Muchas veces establecer la solucion asociada a la ecuacion que modela a
un cierto sistema de particulas no resulta facil y en ocasiones el método usado
para encontrar tal solucion resulta ser complicado. Conocer la soluciéon a toda
ecuacion que modela a un sistema de particulas en estudio nos permite de una
u otra manera determinar de forma inmediata el comportamiento, dinamica,
de dicho sistema en analisis.

El método establecido en esta tesis al resolver la ecuacién de Klein-
Gordon, (4.2), ha sido la diagonalizacién de operadores en cierto espacio
de Hilbert. Dicho método aparece por primera vez en [22]-[23] y [26] en la
década de los setenta. En esta tesis se hizo uso del método arriba citado en
las proposiciones 4.9 y 4.12, en el cual el Hamiltoniano asociado a (4.2) se
analizdé en cada subespacio del espacio de Hilbert respectivo, obteniéndose
asi la solucién asociada a (4.2). Del corolario 4.14 y de lo ya mencionado se
puede notar que la dindmica asociada a (4.2) sigue diferente comportamiento
en cada subespacio.

En la seccion 4.2 se presenté de forma explicita un ejemplo, el potencial
q, que di6 origen a la teoria desarrollada en esta tesis.

La aportacién principal de la teorfa asociada a (4.2) es que hemos con-
siderado una perturbacién de la forma —z; + ¢ que no tiende a cero en el
infinito.

Se ha demostrado que la ecuacién de Klein-Gordon en el caso libre es
equivalente a la ecuacion de Schrodinger,

i90=Hib Y §eHn,
y en el caso perturbado esta es equivalente a
i%6=Hp Ve Hp

El Teorema 4.18 implica que cualquier vector ¥ = Q. &, en PH(LYH,p(H)*,

ha evolucionado en el pasado y evolucionara en el futuro asintéticamente co-

mo un estado libre con respecto a la energia asociada con la ecuacion de
Klein-Gordon perturbada,

e T — V1V 08, Iy — 0 (t — Fo00).

Como aspecto final afirmamos que se cumplio el objetivo principal de la
presente tesis el cual era establecer una teoria que nos permitiese resolver
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(4.2) en un caso no analizado anteriormente.

4.4. Proyectos a futuro

Es de mencionarse que se tiene planeado en un trabajo a futuro desarrollar
una teoria para el caso en donde el potencial magnético no es cero, es decir,

bj # 0 para j =1,2,...,n en la ecuacién (4.1). Lo cual implica resolver:
0 - 2 2
—5a?(@t) = | D_(D; = b)* +m® + (@) | (1),
j=1
. .0
donde =z € R", tGR,yDj:—lg, J=12...,n.
J

De igual manera se espera desarrollar teoria similar para cada una de las
siguientes ecuaciones:

82
o
teR, xzeR" m#D0.

Y(t,z) =[—-A4+m—z+q Yt x), (4.30)

Problema de Cauchy con condiciones iniciales [9]:

82 2 0 —2

@ (t,l’) - Aq/’(t-’”) +m w(tax) +O‘a¢(t7$) = W(t»ﬂf)‘p ¢(t,$), (431)
Q/J(O,I):’l/](), % (t,l‘)|t:0:’¢)1, t>0, zeR" p>2, m7é0, a > 0.

Las ecuaciones de Klein-Gordon no lineales, perturbadas por fuerzas disipa-
tivas y campos externos, ha despertado gran interés en los 1ltimos anos tanto
a matematicos como a fisicos tedricos dentro de la teoria de las ecuaciones
en derivadas parciales no lineales.
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